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Prezentarea capitolelor lucrării  

 

În cadrul analizei imaginilor, ne-am pus problema Clasificării în Imagini (CI) digitale. Cu toate 

că ne referim numai la aceste imagini, cele discutate de noi se pot generaliza în cadrul unei 

analize a semnalelor, imaginea putând fi văzută ca un semnal bidimensional. La modul general, 

clasificarea în (interiorul lui) X se poate face după anumite forme sau după anumite caracteristici 

ale primitivelor lui X. În cazul CI, aceste primitive sunt pixelii imaginii digitale. Aşadar, CI se 

poate face prin metode de clasificare bazate pe identificarea de regiuni cu anumite geometrii (RB 

= ‘region based methods’) şi / sau prin metode de clasificare bazate pe pixeli (PB = ‘pixel based 

methods’) cu anumite proprietăţi. Putem vedea metodele RB ca metode de clasificare de nivel 

înalt comparativ cu metodele PB. Lucrarea noastră tratează în principal metodele PB. Vom 

menţiona metodele RB, care mai poartă şi denumirea generică de metode de Recunoaştere a 

Formelor, în special pentru a face trimitere la metodele PB.  

Din punct de vedere al teoriei mulţimilor, CI înseamnă partiţionarea imaginii (digitale) în 

mulţimi (clase de echivalenţă) de pixeli cu trăsături relativ comune. Partiţionarea, în cele mai 

multe cazuri reale, nu se poate face exact, ci aproximativ, într-un anumit grad. În plus, 

partiţionarea depinde de rezoluţia / precizia / granularitatea  conform  căreia se face clasificarea.  

Ca redactare, lucrarea e organizată conform  ierarhiei: capitol – subcapitol – secţiune – 

subsecţiune. Din punct de vedere al contribuţiilor, lucrarea e orientată pragmatic şi prezintă într-

un tot unitar – poate fi şi o carte folositoare pentru cei care, de la începători la avansaţi, se ocupă 

de analiza şi, mai ales, de clasificarea în imagini – câteva contribuţii (sinteze / observaţii) 

teoretice şi contribuţii practice. Întinderea lucrării a rezultat din scopul ei de a fi conţinută în sine 

(totuşi, s-a trecut repede peste teoria elementară). Prezentǎm pe scurt conţinutul lucrării, pe 

capitole, făcând precizări sumare în dreptul capitolelor de contribuţie teoretică.  

I§ Încadrarea problemei CI şi descrierea ei în Domeniul Spaţial şi în Domeniul Probabilistic 

 - precizăm problemele practice ale CI şi facem o scurtă incursiune teoretică a abordării lor în cel 
mai uşor de înţeles domeniu de reprezentare a imaginilor: cel spaţial; 
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 - plecăm de la principii de bază de filtrare în scopul găsirii pixelilor de muchie (frontieră), a 
contururilor, pentru ca în subcapitolul “Reprezentarea formelor” să menţionăm câteva dintre  
metodele RB tipice;  

 - subcapitolele “Tehnici de segmentare”,  “Recunoaşterea imaginilor prin potrivire” şi “Tehnici 
de clasificare” duc discuţia în aria efectivă a CI (metodele PB); 

 - subcapitolul “Domeniul Probabilistic” e prezent în acest capitol din două motive principale: 1) 
vedem Domeniul Probabilistic ca “istorie” a Domeniului Spaţial şi 2) acest domeniu e aproape la 
fel de uşor de abordat precum cel spaţial. 

II§ “Separabilitatea claselor” 

 - în primul subcapitol, “Descompunere ortogonală cu Unde şi Undine”,  tratăm acest subiect din 

perspectiva analizei semnalelor în Domeniul Frecvenţă şi în Domeniul Frecvenţă-Timp (folosim 

denumirea “Frecvenţă-Timp” pentru că aşa se regăseşte în literatura de specialitate, deşi, în cazul 

imaginilor, ar fi mai corect să spunem “Frecvenţă-Spaţiu”, frecvenţele de care vorbim fiind 

spaţiale). Avem în vedere decelarea anumitor proprietăţi în imagini după ce le trecem în 

domeniul frecvenţelor prin aplicarea transformatei Fourier. Abordăm aici chestiunea dependenţei 

rezoluţiei din domeniul Timp de cea din domeniul Frecvenţă, atât la nivelul teoremei eşantionării 

cât şi la nivelul principiului incertitudinii (al lui Heisenberg). Ultima secţiune, II.1.5. “Relaţii 

fundamentale  în jurul conceptului de corelare, între principalele domenii de reprezentare a 

semnalelor”, propune o sinteză originală în jurul problemei clasificării, problemă care poate fi 

văzută ca una de corelare sau de descompunere.  

 - în al doilea subcapitol, “Granularitate şi gradaţie în Domeniul Fuzzy”, ne referim la clase 

separabile într-un anumit grad, clasa corespunzând unei “partiţii fuzzy”. În literatura de 

specialitate “partiţiile fuzzy” au diverse înţelesuri. Plecăm de la aşa-numitele partiţii / clase 

fuzzy, care se pot suprapune, putând fi proiectate ca seturi fuzzy ( [Shakhatreh & Hayajneh 

2010] ), pentru a propune un termen care ni se pare mai semnificant decât acela de partiţie fuzzy, 

granulă ş.a.: PROTOTIPUL (vezi ultima secţiune: II.2.5. Clasa fuzzy = PROTOTIPUL). 

Generalizând conceptul de prototip, în domeniul frecvenţă, prototipul corespunde undei / 

undinei, iar în domeniul fuzzy, prototipul corespunde clasei. Cu precizarea că, în general 

(conform teoriei clasice), dacă în primul caz, separarea semnalului în unde / undine se face 

printr-o descompunere ortogonală, în cazul al doilea, separarea în clase admite o suprapunere. 
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Domeniul fuzzy permite generalizarea / integrarea conceptuală a mai multor abordări ale 

clasificării.  Mă refer în special la acele abordări bazate pe noţiunea de probabilitate sau 

posibilitate (acesta e un concept fuzzy mai larg decât probabilitatea – vezi [Zadeh, 1978]). În 

secţiunea II.2.2., “Domeniul posibilului: o fuziune fuzzy a diverselor tipuri de cunoştinţe”, 

scoatem în evidenţă această versatilitate a conceptului de fuzzy. Vom continua în acestă direcţie 

în II.2.4.,“Fuzzy logic = calculul cu cuvinte” [Zadeh, 1996], arătând că prin termenul lexical se 

poate îngloba în raţionamentul ingineresc intuiţia, flerul, calităţi care, desigur, sunt favorizate de 

o experienţă indelungată, experienţă pe care o putem vedea şi ca pe o statistică implicită, mai 

greu de formalizat (e.g., faţă de teoria probabilităţilor). Domeniul fuzzy îmi permite să vorbesc 

într-un cadru unitar despre două din cele trei contribuţii practice (redate in capitolul IV) 

III§ Domeniul multispectral al imaginilor color – pregătiri teoretice pentru capitolul IV.1. 

- în subcapitolul III.3., “Caracterul perceptual al culorii”, evidenţiem calitatea domeniului fuzzy 

de a se preta procesării multi-canal – în cazul contribuţiilor noastre practice, clasificării în 

imagini color 

IV§ Contribuţii practice – vezi Cuprinsul de mai jos 

V§ Tabel sinoptic  al contribuţiilor originale. Studiul viitor 
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I§ Încadrarea problemei CI şi descrierea ei în Domeniul 

Spaţial şi în Domeniul Probabilistic 

 

 

I.1 Introducere 

 

I.1.1 Scopul sistemelor Computer Vision şi  al CI 

 

 

Fig. I.1.1_3 Schemă sintetică [Pavlidis  1982] a imagisticii computerizate 
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Imagistica computerizată (‘Computer Image’), adică utilizarea calculatorului pentru operaţiuni 

legate de domeniul vizualului (2D sau 3D) sau folosirea imaginilor prin intermediul 

calculatorului, ocupă o parte dominantă a ‘Computer Culture’, tendinţa fiind în creştere, mai ales 

după răspândirea în public a unor echipamente digitale ca televizorul, camera video, scanner-ul. 

În literatura de specialitate s-au consacrat ca 3 mari  domenii: 

1. Sinteza imaginilor / Grafica computerizată (‘Image Synthesis’ / ‘Computer Graphics’) 

 

Fig. I.1.1_1 Intrarea şi ieşirea graficii computerizate 

Prescurtat, se foloseşte termenul de Grafică. Nu e aria noastră de interes în această lucrare. Aria 

mare în care ne încadrăm cu lucrarea de faţă o numim prescurtat: Imagistică. Să avem în vedere 

abuzul de limbaj ca efect al prescurtării: “Imagistica” nu e totuna cu “Imagistica computerizată”.  

În continuare menţionăm cele două subarii (vom vedea ca nu şi partiţii strict delimitate) ale 

imagisticii:  

2. Prelucrarea imaginilor (‘(Digital) Image Processing’) :  

 

Fig. I.1.1_2 Intrarea şi ieşirea prelucrării de imagini. Imaginea e prelucrată pentru a fi adusă într-
o reprezentare cât mai adecvată unei analize de imagini, analiză presupusă de un sistem cu 
viziune. 

Aici suntem într-un domeniu preliminar al problemei CI. Acest domeniu, cu “preproblemele” 

restaurării şi îmbunătăţirii imaginilor nu e aprofundat în lucrarea noastră, ci doar  trecut în 

revistă. 

Prelucrare 
de imagini 

imagine 
achiziţionată 

imagine 
prelucrată  

Grafică 
computerizată 

model 3D 
al scenei 

Proiecţii 
2D de 
afişat 
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3. Computer Vision, care s-a definit ca "preluarea de date-imagini brute şi, pe baza acestor date, 

producerea unei acţiuni corespunzătoare categoriilor (claselor) datelor” [wikipedia]   Sistemele 

cu viziune (‘Computer Vision’) se pot clasifica ca fiind de nivel: 

- scăzut: sunt sisteme de prelucrare de imagini - intrarea este o imagine digitală, iar ieşirea o 

imagine prelucrată prin tehnici de restaurare şi imbunătăţire 

- intermediar: intrarea este o imagine prelucrată, iar ieşirea o reprezentare simbolică de nivel 

coborât (e.g., se extrag linii drepte, contururi) 

- înalt: intrarea este o reprezentare simbolică de nivel coborât, iar ieşirea o reprezentare 

simbolică de nivel înalt (de ex., se extrag forme de  obiecte). 

În general, CI se încadrează la 3., pesupunând şi tehnici din 2..  

CI îşi propune să clasifice informaţiile obţinute din imaginile de intrare pe baza unor cunoştinte 

apriorice sau pe baza unor informaţii statistice extrase din date. 

 

 Limitări ale CI 

Deşi calculatorul e indispensabil pentru analiza unei cantităţi mari de date şi pentru calcule 

complexe, cum se întâmplă în general în cazul CI, pentru multe aplicaţii critice, cum ar fi cele 

din domeniul medicinei sau securităţii, analistul uman nu poate fi înlocuit de computer, chiar 

dacă s-au proiectat aparate inspirate din modelele de percepţie vizuală umane. Cortexul vizual 

uman e, indiscutabil, un inegalabil aparat de analiză de imagini, în special pentru extragerea 

informaţiilor de nivel înalt.  

Problema fundamentală în CI e de a determina automat dacă o imagine conţine sau nu un obiect, 

o caracteristică. Aceasta problemă, care poate fi soluţionată natural de un om, pune de multe  ori 

în impas un computer, mai ales în cazul general: obiecte arbitrare, în situaţii arbitrare. Metodele 

existente pot rezolva problema, în cazul cel mai bun, pentru obiecte specifice -  e.g., obiecte 

geometrice simple (poliedre), caractere scrise de mână sau imprimate, vehicule, problema 

devenind nedeterminată şi dificilă pentru feţe umane. Chiar şi pentru aceste situaţiile relativ 

simple se impun condiţii: iluminare bine definită, mediu etc. 
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 Denumiri 

Taxonomiile nu sunt fixe. Oficial se spune că acest domeniu a fost dezvoltat in anii 1950 in 

S.U.A.  pornind de la robotică şi inteligenţă artificială. 

‘Computer vision’, termen care stă în multe cazuri pentru CI, e acel domeniul larg, atât ştiintific 

cât şi tehnologic, al maşinilor care “văd”. Ca disciplină ştiintifică, computer vision se preocupă 

de teoria necesară construcţiei de sisteme (artificiale) care să obţină informaţie semnificativă din 

imagini. Imaginile pot veni în multe forme: secvenţă video, proiecţii de la mai multe camere, 

tomograf etc. CI e  văzută şi ca un câmp al inteligenţei artificiale sau al ştiinţei calculatoarelor în 

general. Se înrudeşte cu prelucrarea de imagini, analiza de imagini, termenii suprapunându-se în 

multe cazuri. Tehnicile de bază care se folosesc în diversele domenii citate se aseamănă cel puţin 

ca principiu, ceea ce justifică interpretarea că, de fapt, e un singur domeniu cu mai multe nume, 

“afluenţi”. E şi din cauza grupurilor de cercetători pentru care e necesar şi normal să-şi încadreze 

activitatea unui câmp specific. 

Se poate spune că analiza de imagini - termen sinonim cu CI -  se încadrează în domeniul larg 

‘computer / machine vision’, că e folosită din plin în industrie, că foloseşte geometria digitală şi 

procesarea de semnal. Chiar şi procese interne CI, pot avea o parte CI, e.g., restaurarea de 

imagine – analizând iniţial imaginea în termeni de structură locală (linii, muchii, regiuni) putem 

obţine o metoda mai bună de diminuare a zgomotului.   

 

 Probleme concrete de CI. Aplicaţii tipice 

O aplicaţie software de CI care, în multe cazuri, ne vine odată cu 

aparatul de fotografiat achiziţionat: 

 

Fig. I.1.1_4 Recunoaşterea/detecţia feţei 

Au devenit de uz comun aplicaţiile OCR (‘Optical Character Recognition’) şi, mai nou, OMR 
(‘Optical Markup Recognition’ – e.g., corectarea testelor grilă prin recunoaşterea marcajelor) 
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CI, după scop general, prezintă următoarele categorii: 

- Recunoaştere: unul sau câteva (clase de) obiecte “ştiute” se recunosc, împreună cu poziţia lor în 
imaginea 2D/scena 3D 

- Identificare: o instanţă individuală a unui obiect e recunoscută - e.g., identificarea amprentei 
unei persoane  

- Detecţie: imaginea e  scanată pentru o condiţie specifică -  e.g., detecţia unor celule anormale 

Tehnicile CI se implementează intensiv în  

- Robotică (roboţi industriali, vehicule autonome etc.) sau în alte automatizări, prospectări: 

- Inspecţia vizuală a articolelor 

- Recunoaşterea şi interpretarea obiectelor într-o scenă, urmate de acţiuni corespunzătoare - 
estimarea poziţiei/orientării : e.g un braţ de robot poate fi ghidat de informaţii vizuale (robotul 
poate şi citi de pe etichete);  

- Evaluarea mişcării cu aspectele ‘Egomotion’ -  determinarea mişcării 3D a camerei foto/video 
sau ‘Tracking’ - urmărirea traiectoriilor obiectelor 

- Controlul proceselor şi detectarea evenimentelor (supravegherea vizuală) – e.g., Interacţiunea 
om ↔ maşină: pornirea robinetului când trecem mâinile pe sub el  

- Analiza de imagini medicale (imagistica medicală) – detecţie şi măsurători ale tumorilor, 
organelor, ‘Computer Added Diagnosis’ 

- Procesarea imaginilor achiziţionate de la distanţă (‘Remote Processing’): imagistica radar – 
detecţia şi identificarea ţintei; cartografieri şi prognoze meteo pe baza imaginilor satelitare, 
analize de trafic 

- Expertiză (judiciară sau nu): potrivirea amprentelor, recunoaşterea scrisului de mână, a vorbirii  

- Organizarea informaţiei vizuale (pentru baze de date de imagini) -  Recuperarea imaginii după 
conţinut (‘Content-based image retrieval’): găsirea tuturor imaginilor cu un conţinut specific 
într-un set larg de imagini. Conţinutul poate fi specificat în mai multe moduri, e.g., în termeni de 
similaritate relativ la o imagine reper sau în termeni de nivel înalt (“toate imaginile care conţin 
multe case”) 

- Modelarea obiectelor şi Reconstrucţia scenelor: dându-se mai multe imagini ale unei scene se 
reconstruieşte scena 3D; în cazul tomografiei computerizate, imaginile achiziţionate sunt secţiuni 
interne ale corpurilor/obiectelor. 
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Organizarea unui sistem CV e foarte dependentă de aplicaţie. Anvergura problemei concrete 

dictează lungimea lanţului de subprobleme componente. Implementarea unui sistem CV depinde, 

de asemenea de posibilitatea învăţarii/modificării în timp real a anumitor functionalităţi. Totuși, 

oricum s-ar prezenta datele problemei, există o succesiune de etape/ funcţionalităţi tipice unui 

sistem CV. Le redăm în continuare în ordinea cronologică în lanţul procesării. 

 

 

I.1.2 Organizarea unui sistem Computer Vision (CV / CI) 

 

La modul general, obiectivul oricărui sistem de CV / CI se poate defini ca: analiză de imagini 

spre a extrage mai întâi informaţii cu semnificaţie şi, apoi, producerea de descrieri, interpretări 

sau înţelegeri ale imaginilor de intrare.  

Prima etapă e achiziţia de imagini. Aceasta necesită un senzor de imagine şi capacitatea de a 

digitiza semnalul. Deşi acest prim pas are un rol determinant pentru o CI adecvată, în afară de a 

menţiona cazul tomografiei computerizate - unde achiziţia imaginii prezintă provocări şi 

variabile interesante având la bază un aparat matematic şi fizic remarcabil - în lucrare nu vom 

intra în detaliile acestei etape, de altfel, mai puţin “ flexibile” a procesului de CI.  

A doua etapă e preprocesarea imaginii: putem mări şansele de succes ale prelucrărilor ulterioare 

prin restaurarea (reducerea zgomotelor), îmbunătăţirea imaginilor (e.g., îmbunătăţirea 

contrastului sau accentuarea contururilor) sau izolarea zonelor de interes. Această etapă de 

prelucrare a imaginii va fi doar sumar detaliată în lucrare, întrucât ea e tratată până aproape de 

epuizare în literatura de specialitate.  

Aşadar, când nu vom explicita alte detalii, vom presupune că avem la intrarea sistemului de CI 

imagini digitale fără defecte care să afecteze  major procesarea lor ulterioară. Următoarele 

etape/module definesc în principal sistemul de CI: 
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Fig. I.1.2_1 Schema unui sistem de CI 

Segmentarea înseamnă partiţionarea imaginii în zone relativ omogene. Ea presupune extragerea 

unor anumite trăsături în vederea acestei împărţiri, e.g., extragerea contururilor. Se poate ca 

problema de CI să se termine odată cu segmentarea - e cazul unor probleme concrete de detecţie, 

selecţie a unei zone de interes. Imaginea segmentată e reprezentată şi descrisă într-o formă 

potrivită pentru a fi dată clasificatorului.  Acesta trebuie să mapeze diverse regiuni (în cazul unei 

reprezentări interne) sau contururi (în cazul unei reprezentări externe) în clase de obiecte. Să 

reţinem că, odată ieşiţi din zona analizei datelor (cea marcată cu galben şi galben-oranj), intrăm 

în zona concluziilor analizei datelor (cea marcată cu verde), unde pe baza unor reguli predefinite 

putem genera descrieri şi interpretări utile calculatorului sau omului. De exemplu, în cazul unei 

probleme de sortare a merelor de pere, obiectele de formă mai rotundă vor fi clasificate ca mere, 

cele de formă mai alungită, ca pere. Sistemele de înţelegere a imaginii preiau o clasificare sau o 

reprezentare simbolică şi determină relaţiile dintre obiecte în scena ‘input’. De exemplu, un 

asemenea sistem poate raporta: <<În scenă se văd 3 pere înconjurate de 7 mere.>>  

Sistemele de înţelegere nu vor fi abordate în acestă lucrare – ele s-au consacrat mai degrabă în 

domeniul inteligenţei artificiale, în timp ce noi ne propunem să abordăm CI dinspre partea 

analizei imaginilor.  

Extragere 
de 

trăsături 
Segmentare 

Reprezentare 
şi descriere 

Clasificare 
şi descriere 

Reprezentare 
simbolică Interpretare 

şi descriere 

Sistem de analiză 

a imaginii 

Sistem de înţelegere 

a imaginii 

Analiza datelor 
Concluziile analizei 

datelor 

imagini 
preprocesate 
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Probleme specifice analizei de imagini 

Analiza de imagini, însemnă în principal operaţiunile de: extragere de trăsături, segmentare şi 

clasificare.  

Extragerea de trăsături se referă la: 

 - trăsături spaţiale 

 - trăsături ale transformatei Fourier, Hough 

 - muchii, colţuri şi contururi 

 - trăsături de formă 

 - texturi 

Segmentarea se poate baza pe: 

 - praguri (thresholding) 

 - acumulări (clustering) 

 - arbori cuaternari 

 - detecţie de contururi (boundary detection) 

 - potrivire de şabloane (pattern matching) 

 - potrivire de texturi (texture matching) 

Clasificarea se poate baza pe: 

 - statistici 

 - acumulări (clustering) 

 - arbori de decizie 

 - arbori de acoperire minimă 

 - măsuri de similaritate 

 

În acest capitol trecem în revistă aceste operaţiuni în domeniul spaţial al imaginii pe care o 

reprezentăm matematic cu o matrice 2-D. Cea mai simplă şi probabil cea mai folosită trăsătură 

spaţială e amplitudinea. Amplitudinea se regăseşte ca proprietate fizică ca atare sau ca nivel de 
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gri/luminozitate (când nu facem alte precizări explicite, presupunem că lucrăm cu imagini în 

scară de gri – cu imagini color vom lucra începând cu capitolul III). Ca proprietăţi fizice ce pot 

da o amplitudine exemplificăm: reflectivitatea, refractivitatea, valorile tristimulus care dau 

culoarea. În cazul  nivelului de gri vorbim despre trăsăturile de histogramă. 

 

 

I.2.  Detecţia muchiilor (edge detection) 

 

Aceasta e o problemă fundamentală în analiza de imagini, deoarece muchiile caracterizează 

contururile obiectelor, iar identificarea obiectelor, segmentarea şi, eventual, alinierea obiectelor 

sunt scopurile analizei de imagini. 

Numim pixelii care aparţin unei muchii, pixeli de muchie (sau de contur, ‘edge pixel’). Acesti 

pixeli sunt caracterizaţi de schimbări “mari” ale nivelelor de gri in vecinătatea lor spaţială. Se pot 

detecta pixeli de muchie ca: 

 - pixeli în care nivelul de gri se schimbă brusc 

 - în imaginile binare: pixeli negri cu cel puţin un vecin direct (= vecin lateral, nu pe diagonală) 

alb. 

Ceea ce e important pentru detecţia muchiilor e rata de variaţie a nivelelor de gri, deci derivata 

funcţiei imagine – o variaţie lentă nu poate corespunde unei muchii.  

În detecţia de muchii putem folosi operatori gradient sau operatori busolă (compass), care sunt 

operatori de diferenţiere de ordinul 1. Putem folosi şi operatori de diferenţiere de ordinul 2, ca 

operatorul Laplace. Se mai folosesc si gradienţi stocastici, care iau in considerare prezenţa 

zgomotului şi se prezintă ca o alternativă mai bună faţă de mediere. 

!! Condiţia fundamentală a oricărui filtru folosit la detecţia muchiilor e ca suma elementelor / 

ponderilor filtrului să fie 0 (e condiţia duală celei de la filtrele de netezire (“blurring”): suma să 

fie 1) – se asigură “ieşirea” 0 pentru zone uniforme. Pe baza acestei condiţii se pot proiecta filtre. 
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De exemplu, ţinând cont de dezvoltarea binomului �1 �  ��	 se defineşte filtrul de accentuare a 

maximelor: 


�
��
�
 � �� ���1 � �� � �����1 � �� � �1 � �� �� ���1 � �� ��� ���1 � �� � �� �  
, unde �  e o măsură a corelaţiei existente între pixelii adiacenţi. Conform [Bulea 1,  2003] 

această metodă permite accentuarea semnificativă a maximelor funcţiei de intercorelaţie, pentru 

valori apropiate de 1 ale parametrului � (vezi şi I.6.1.). 

 

 

I.2.1. Folosirea derivatei de ordinul 1  

 

I.2.1.1. Principiul 

 
Pentru o imagine continuă f(x,y), pixelul de contur e caracterizat de un maxim al amplitudinii 

vectorului gradient pe direcţia perpendiculară pe aceea a direcţiei muchiei. Pentru o direcţie 

oarecare, dată de versorul 
→

r , de orientare θ  faţă de orizontală, gradientul lui f în (x,y) e: 
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Maximizarea gradientului revine la determinarea orientării θ  ce anulează derivata expresiei de 

mai sus: 
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pe acestă direcţie modulul gradientului fiind dat de: 
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Ultimele două relaţii constituie elementele pe baza cărora se pot determina muchiile în imagini.  

 

 Operatori gradient 

 Aceşti operatori măsoară diferenţele pe direcţii ortogonale. 

Un exemplu este operatorul Sobel, definit prin urmatoarea mască: 



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Operatorul “măsoară” pixelii de muchie verticală.   

O pereche de măşti (H1,H2) măsoară muchiile verticale, respectiv orizontale, rezultând prin 

convoluţie cu aceste măşti imaginile G1 şi G2. Se obţine:  

 - matricea gradient G cu elementele 2
2

2
1 ggg +=  

 - matricea de direcţii (maximele locale în acestă matrice corespund direcţiei muchiei) 

)1/2( ggarctgg =θ  

Din G se poate obţine “harta muchiilor” (edge map), punând un prag stabilit pe baza histogramei 

cumulative de ex., impunem ca 5-10% din numărul total de pixeli cu cel mai mare gradient să fie 

declaraţi pixeli de muchie. 

Observatie: sumele locale scad “eficienţa” zgomotului. 

 

 Operatori busolă (compass) 

Aceştia sunt în esenţă tot operatori gradient: măsoară diferenţele într-un număr selectat de 

direcţii ce nu sunt neapărat ortogonale. 
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Un exemplu de mască/filtru e 
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: măsoară pixelii de muchie la 45 de grade. Pot 

creşte rezoluţia unghilară, crescând dimensiunea măştii.  

Fie un operator busolă în direcţia 
42

ππ
θ kk +=  (din 45 în 45 de grade). Se calculează gradientul 

g ca |}max{| kgg = . În acest caz (45 de grade) numai 4 operatori sunt liniar independenţi.   

 

 

I.2.2. Folosirea derivatei de ordinul 2  

 

I.2.2.1. Operatori Laplace 

 
Aceşti operatori sunt mai fini, mai afectaţi de zgomot, şi mai potriviţi când tranziţia nu e foarte 

abruptă. Dacă f(x,y) e imaginea laplacianul se defineşte: 
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Se observă că laplacianul “pierde” informaţia de orientare. 

Determinarea punctelor de muchie ca puncte de extrem ale laplacianului produce muchii duble, 

deoarece aceste puncte de minim/maxim sunt situate de o parte şi de alta a regiunii de tranziţie. 

Ilustrăm pentru cazul 1D: 

Fig. I.2.2_1 (conform Florica Moldoveanu, note de 
curs, Sisteme de preclucrare grafică). În cazul 
laplacianului, trecerile prin 0 sunt candidate ca 
puncte de muchie.  

Dată fiind “sensibilitatea” mai mare a laplacianului, 
în practică se foloseşte operatorul LoG = 
Laplaceian of Gaussian: laplacianul se aplică pe 
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imaginea “blurată” cu un filtru trece jos (de netezire) de tip gaussian. Laplacianul poate fi 
preferat gradientului şi datorită calităţii sale isotropice. 

 

 

I.3. Extragerea contururilor 

 

Conturul poate fi văzut ca un set de muchii înlănţuite (linked edges), ce caracterizează forma 

obiectului. 

 

I.3.1. Conectivitatea 

 

Un pixel poate fi conectat numai cu vecini laterali şi atunci el este 4-conectat, 
sau poate fi conectat şi cu vecini de pe diagonală, caz în care este 8-conectat. 
E.g. pentru cazul din figura, pixelii negri formeaza un contur conectat-8. 

 

I.3.2. Tehnici de extragere a conturului 

 

Iată un sumar al acestor tehnici: 

 - Urmărirea (‘following’) conturului – are loc ordonarea pixelilor de muchie succesivi 

 - Legarea muchiilor (‘edge linking’) şi căutarea euristică în graful muchiilor (‘heuristic graph 

searching’): legarea muchiilor se face conform  unor reguli prestabilite, trebuind maximizată 

alegerea următoarei muchii în graf 

- Programarea dinamică: metoda de găsire a optimului global în cazul unui proces în mai multe 

faze; principiul optimalităţii (Bellman): calea optimă între două puncte date e de asemenea 

optimă între oricare două puncte de pe cale. 
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 - Transformarea Hough – în forma elementară găseşte liniile drepte, în formă generalizată 

poate fi folosită, de exemplu, pentru găsirea contururilor. În fapt, această metodă e 

reprezentativă pentru tehnicile de vot majoritar (tehnici de care vom face uz şi noi în 

capitolul IV), pretându-se la o abordare prin prisma probabilităţilor, cu frecvenţa relativă  

pe post de probabilitate. 

 

 Operatorul optimal de extragere a contururilor 

Conform [Vertan & Ciuc, 2007, p.129], problema detecţiei contururilor pe baza prăguirii unei 

hărţi de variaţii, harta fiind obţinută prin filtrare liniară, poate fi vazută ca o “problemă de 

proiectare a unui filtru liniar, al cărui răspuns să marcheze cu maxime bine definite poziţiile 

tranziţiilor importante din imaginea-intrare. Filtrul dorit va fi optimal în sensul de a oferi cea mai 

bună performanţă medie de detecţie a muchiilor (pentru orice poziţie şi magnitudine a variaţiei 

ce defineşte muchia şi orice putere a zgomotului suprapus acestuia).” Pornind de la cazul unui 

semnal treaptă 1D, degradat cu zgomot alb, gaussian şi aditiv, Cany a sintetizat un filtru FIR 

(‚Finite Impulse Response’ cu suport finit al răspunsului la impuls), caracterizat de un produs 

detecţie  x  localizare cât mai apropiat de valoarea optimă: filtrul DoG = derivata (de ordinul 

întâi) de gaussiană.  

 

 

I.4. Reprezentarea formelor 

 

În general, termenul de formă se referă la aspectul (sau înfăţişarea, conturul, silueta) unei figuri, 

neţinând seama de dimensiuni. În analiza imaginilor, prin formă înţelegem o mulţime de pixeli 

din suportul imaginii, reprezentând o singură componentă conexă. Deci forma (plană) poate fi 

văzută ca o funcţie binară de două variabile – coordonatele spaţiale, cu suport compact şi conex: 

}1,0{:),( 2 →Ν⊂Ayxf . Forma fiind o singură componentă conexă, problema reprezentării 
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formei, în vederea recunoaşterii ei,  poate fi văzută şi ca problemă a reprezentării contururilor, 

dar şi a regiunilor. 

Reprezentări mai simple ale contururilor sunt: 

  - Codurile înlănţuite (‘chain codes’): se pleacă cu un pixel de start, indicându-se în continuare 
direcţia pixelului următor 

 - Aproximarea poligonală (‘fitting line segments’): se “segmentează” curbele, astfel încât 
abaterea să fie sub un prag ales conform  preciziei cerute 

 - Curbe B-spline 

Dacă vorbim de regiuni, acestea se pot reprezenta ca: 

1. ‘Secvenţe de coduri’ (‘run length codes’) 

 - avantaje: se obţin la o singură baleiere a imaginii 

 - dezavantaje: nu dau contururi 

2. ‘Arbori cuaternari’ (‘quad trees’) 

 - avantaje: compresie 

 - dezavantaje: nu dau măsurători ale formei ca perimetru, arie 

3. Proiecţii  

 - e, mai ales, cazul specific al tomografiei computerizate 

Vom trece în revistă şi alte posibile reprezentări ale unei forme, cu adăugări şi observaţii la 

[Vertan & Ciuc, 2007, p. 157-171]. Menţionăm şi că, în multe aplicaţii ‘Computer Vision’, 

obiectele pot fi caracterizate ca stucturi compuse, e.g., din linii şi arcuri, în general vorbind, din 

elemente stucturale (primitive). Dând o sintaxă pentru elementele primitive, sintaxă bazată pe 

anumite reguli de conectivitate, putem obţine o reprezentare unică a scenei într-o înşirare de 

simboluri corespunzătoare primitivelor. Stabilirea regulilor de conectivitate, a unei gramatici, 

vine din înțelegerea / interpretarea scenei (‘image understanding’) şi poate fi dificilă, chiar 

imposibilă fără cunoştinţe a priori. 

Reprezentarea formelor aduce ca protagonist şi prelucrarea morfologică a imaginilor. De 

așteptat: într-o reprezentare a formei încercăm să “surprindem” structura ei.  
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Parametrii de formă sunt defini

geometrice afine uzuale (translaţ

caz de mici variaţii ale formei). În general, parametrii de form

observaţia ca există reprezentări ale formei ob

exemplu de simplificare e chiar ‘aproximarea poligonal

 

 

I.4.1. Simplificarea formelor

 

În contextul simplific

simetrie a unei forme. Simetria poate fi de mai multe feluri: în oglind

rotaţională (aici avem 

nu se schimbă la rota

 

I.4.1.1. Anvelopa convexă 

 

Pentru o formă plană A, anvelopa convex

convexă ce include forma dată: 

anvelopa convexă e forma cea mai asem

conturului au fost “umplute.” Anvelopa convex

cărui vârfuri sunt o parte din punctele situate pe frontiera formei. Metodele clasice de 

determinare a acestor puncte sunt mar

scan). 

Pentru un set oarecare de puncte, care nu alc

amintite se bazează pe găsirea urm

mulţime după unghiul dintre seg

dreptei determinate de ultimele dou

sunt definiţi astfel încât să se respecte invarianţa la transform

geometrice afine uzuale (translaţie, rotaţie, scalare) şi să fie asigurată o toleranţă

ii ale formei). În general, parametrii de formă sunt scalari sau func

ări ale formei obţinute prin simplificări ale structurii acesteia (un

chiar ‘aproximarea poligonală’ pomenită mai sus). 

Simplificarea formelor 

În contextul simplificării formelor trebuie menţionată şi proprietatea de 

a unei forme. Simetria poate fi de mai multe feluri: în oglind

ă (aici avem şi simetria rotaţională de ordinul n, ‘n

nu se schimbă la rotaţia cu un unghi de n/360 o ), elicoidală etc. 

anvelopa convexă (convex hull), CH(A), e cea mai mic

 ce include forma dată: )( ACHA ⊆ , cu CH(A) mulţime convexă. Putem spune c

forma cea mai asemănătoare formei iniţiale A, în ca

.” Anvelopa convexă a oricărei mulţimi discrete e un poligon ale 

rui vârfuri sunt o parte din punctele situate pe frontiera formei. Metodele clasice de 

determinare a acestor puncte sunt marşul Jarvis (Jarvis march) şi baleierea Graham (

Pentru un set oarecare de puncte, care nu alcătuiesc neaparat o componentă conex

sirea următorului punct de pe CH, ordonând toate punctele r

 unghiul dintre segmentul ce le uneşte cu punctul curent de pe CH 

dreptei determinate de ultimele două puncte adăugate CH. Următorul punct de pe CH va avea 

ţa la transformările 

 o toleranţă la zgomot (în 

 sunt scalari sau funcţii, cu 

ri ale structurii acesteia (un 

ă şi proprietatea de 

a unei forme. Simetria poate fi de mai multe feluri: în oglindă, 

 de ordinul n, ‘n-fold’ = obiectul 

ă etc.  

cea mai mică formă plană 

ă. Putem spune că 

iale A, în care concavităţile 

crete e un poligon ale 

rui vârfuri sunt o parte din punctele situate pe frontiera formei. Metodele clasice de 

i baleierea Graham (Graham 

ă conexă, metodele 

ordonând toate punctele rămase în 

te cu punctul curent de pe CH şi direcţia 

torul punct de pe CH va avea 
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unghiul minim faţă de această direcţie de referinţă. Algoritmul pleacă de la un punct extrem al 

mulţimii, ce aparţine cu siguranţă CH – de obicei se pleacă din primul punct întâlnit la baleiajul 

stânga-dreapta, sus-jos al mulţimii. În cazul unei forme plane, mulţimea de puncte pentru care se 

calculează CH se poate reduce la punctele de pe conturul formei.         

O variantă aproximativă de construire a CH se bazează pe închiderea morfologică, ştiindu-se că 

aceasta operaţie are proprietatea de a umple concavităţile formei, dacă aceste concavităţi sunt 

mai mici decât elementul structurant: 

 

 

Fig.I.4.1._1. Închiderea 
morfologică (b), elementul 
structurant fiind un disc mai 
mare decît concavităţile din 
imaginea iniţială (a) 

 

 

I.4.1.2. Skeletoane 

 
Skeletonul (sau axa mediană) e o prin linii, regenerativă a unei forme plane. S-a propus un 

model intuitiv de descriere a skeletonului, model care oferă şi o sugestie de implementare a 

acestuia: modelul “focului de preerie.” Să ne imaginăm o suprafaţă de preerie acoperită omogen 

şi izotrop cu iarbă uscată. Într-o zi fără vânt, focul izbucneşte în fiecare punct de pe marginea 

suprafeţei de preerie. Cum materialul inflamabil – iarba uscată – se găseşte numai în interiorul 

suprafeţei, frontul de flacară se propagă numai în interiorul regiunii, consumând iarba uscată. La 

un moment dat, flăcările venind din direcţii opuse, cu aceeaşi viteză, se întâlnesc şi focul se 

stinge, nemaiavând material de combustie. Punctele de întâlnire ale fronturilor de flacară (şi 

respectiv punctele de stingere a focului) se găsesc pe axa mediană a regiunii. 

Construirea skeletonului unei forme plane implică deci generarea setului de puncte aflate la 

distanţă egală faţă de punctele cele mai apropiate de pe frontiera formei. Definirea matematică a 

skeletonului necesită definirea noţiunii de disc maximal într-o formă. Pantru o formă oarecare A, 

  

a b 
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discul maximal se defineşte ca discul de centru x şi raza r, )(rBx ce e inclus in formă, fără a fi 

inclus în nici un alt disc inclus formei. 









=

=
⇔⊆⊆

'

'
)'()( ' xx

rr
ArBrB xx

 

O formă poate avea mai multe discuri maximale, de dimensiuni diferite. Skeletonul se defineşte 

ca mulţimea centrelor acestor discuri. Ca exemple: skeletonul unui disc e centrul său, cel al unui 

pătrat e reuniunea diagonalelor sale. 

 

 Skeletonul morfologic 

Calculul skeletonului unei forme în spaţiul discret se poate face prin formula Lantujoul: 

)()(
max

0

ASASK n

N

n
U

=

= , )(ASn fiind seturi skeleton: 

BnBAnBAASn o)()()( Θ−Θ=  

Dimensiunea maxN  corespunde momentului în care seturile skeleton successive devin nule, 

moment marcat de φ=Θ BNA max ; elementul structurant nB  fiind iterarea de n ori a elementului 

structurant B , BBnB ⊕⊕= ... , iar o  fiind operaţia de deschidere morfologică. B e în general un 

disc unitar. Seturile skeleton sunt disjuncte două câte două: jiASAS ji ≠∀=∩ ,)()( φ . 

Transformarea skeleton e idempotentă ( )())(( ASKASKSK = ) şi antiextensivă ( AASK ⊆)( ). 

Reconstrucţia (regenerarea) formei din skeleton se face după formula: ))((
max

0

nBASA n

N

n

⊕=
=

U  

Se pot realiza şi reconstrucţii parţiale (aproximări ale mulţimii A) prin neglijarea seturilor 

skeleton ce reprezintă detaliile – a seturilor skeleton de ordin mic; aproximarea de ordin k e:  

))((
max

nBASA n

N

kn

⊕=
=

U
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Folosirea skeletonului morfologic pentru recunoaşterea formelor e restricţionată de puternica sa 

sensibilitate la zgomot: o mică schimbare a formei duce la o modificare mare a skeletonului – 

e.g., un disc cu centru decupat îşi va modifica skeletonul din centru într-o coroană circulară 

situată la jumătatea razei. În acelaşi timp, o problemă e reprezentarea în spaţiul discret. Avem 

aici în vedere sensibilitatea skeletonului la rotaţii şi scalări, dar şi folosirea metricii euclidiene în 

definirea elementului structurant de tip disc, aproximat la pătrat sau cruce de pixeli. S-a propus 

folosirea unei clase de elemente structurante care să nu depindă de vreo metrică: elemente 

structurante generalizate. 

 

 Skeletonul generalizat 

Fie { }iG un set de mulţimi, numit set generator. Elementele structurante generalizate sunt 

definite recurent prin:
n

iii

OB

iGBB

=

=⊕= −

0

1 ,..2,1,
 

În general, se folosesc seturi generatoare de perioadă T ( ZkiGG ikTi ∈=+ ,, ). Exemplu pentru T 

= 1, deci pentru un singur element generator : 








⊕+

++
=G , obţinem elementele structurante: 

...,, 210

















+++

+++

++⊕

=








++

+⊕
=⊕= BBB  

Fiecărui pixel al formei A i se va asocia indicele +1 al elementului structurant generalizat 

maximal cu originea în pixelul respectiv, construind astfel o “hartă de distanţe”: 

  

Exemplificăm:

   

 

(în locurile neocupate sunt valori nule şi am 
încadrat în “[ ]” pixelii de skeleton 
determinaţi ca origini ale elementelor structurante generalizate maximale – cu proprietatea: 

},)()(|{)( 1)(1)( yxBnuBAxAGSK yyDxxD ≠∀⊆∈= −−  
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I.4.2. Funcţii asociate formelor 

 

I.4.2.1. Semnătura formei 

 

E o funcţie scalară de o variabilă, definită de distanţa de la un punct de referinţă fixat 0x (în 

general centrul de greutate al formei) la fiecare punct de pe conturul formei. Variabila e unghiul 

la centru θ  realizat de punctul curent de pe contur cu axa orizontală de referinţă, )(
0

θxd , sau 

variabila poate fi abscisa curbilinie ρ = lungimea conturului cuprins între punctul curent de pe 

contur şi punctul în care axa de referinţă intersectează conturul. Semnătura formei e o 

reprezentare regenerativă. 

 

 

Fig.I.4.2._1 Exemplu de 
semnătură pentru discuri cu 
defecte la margine – defectul 
fiind reprezentat ca abaterea de 
la “linie” [Gonzalez  & Woods, 
2008, p. 863] 

 

 

 

Varianta a doua de definire a variabilei funcţie semnătură - ρ  - e mai generală, întrucât se poate 

aplica şi la formele concave, unde intersecţia dreptei de direcţie θ  cu conturul poate să fie 

formată din mai multe puncte. În cazul semnăturii bazate pe unghi se impune restricţia ca punctul 

de referinţă 0x să aparţină nucleului formei. Nucleul formei se defineşte ca: 



29 
 

}][,|{)( AxysegmentulAyxAKer ⊆∈∀=  

Se observă că în cazul formelor concave, nucleul formei e mulţimea vidă. 

Pentru compararea semnăturilor provenind de la forme diferite, domeniul şi codomeniul funcţiei 

semnatură trebuie normalizate. 

Folosind semnătura formei putem defini parametrii de forma scalari de tip geometric. Un raport 

de simetrie, pentru formele convexe, poate fi definit ca:  

)(

)(
infsup)(

),0[ πθ

θ
πθ +

=
∈∈ x

x

Ax d

d
ASimetrie , iar un raport de circularitate ca 

)(inf

)(sup
)(

θ

θ

θ

θ

A

A

h

h
aateCircularit = , unde )(θAh = )()(

00
πθθ ++ xx dd se numeşte suportul formei, 

fiind diametrul formei pe direcţia θ . 

De asemenea, e posibilă marcarea unor puncte de extremitate de pe frontiera formei (care aparţin 

aproximării poligonale a acesteia) prin identificarea punctelor de inflexiune ale semnăturii 

unghiulare – e.g., pentru un pătrat, vârfurile prezintă maxime de forma  

. 

 

I.4.2.2. Curba granulometrică 

 

Reprezintă o funcţie scalară de o variabilă reală pozitivă, definită de măsurarea ariei formei prin 

“umplerea” formei printr-o operaţie morfologică convenabil aleasă. Variabila reală ce indexează 

funcţia granulometrică e dimensiunea elementului structurant folosit în umplerea morfologică. 

Formal, granulometria asociată unei forme A e secvenţa de mulţimi )(λAΦ , λ  fiind variabila, 

iar )(λAΦ reprezintă rezultatul prelucrării formei A cu un element structurant de dimensiune λ . 

Transformarea morfologică se alege astfel încât să fie îndeplinite condiţiile: 
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Transformarea să fie crescătoare în raport cu forma pe care se aplică – pentru 21 AA ⊆  şi λ  fixat 

: )()( 21 λλ AA Φ⊆Φ ; 

transformarea să fie antiextensivă : AR A ⊆Φ∈∀ + )(, λλ  şi 

să verifice relaţia : )],[max()()(,, )()( µλλµµλ µλ AAA
R Φ=Φ=Φ∈∀ ΦΦ

+  

Ultima condiţie implică idempotenţa transformării – pentru µλ = . 

Cea mai simplă transfomare ce respectă condiţiile de mai sus e deschiderea, ceea ce duce la 

definirea granulometriei ca: 

S
A BBABA λλλλ ⊕Θ==Φ )()( o  

De obicei, elementul structurant folosit – B – e un disc unitar. 

Şi curbele granulometrice, pentru a putea fi comparate, trebuie normalizate, atât în ceea ce 

priveşte domeniul, cât şi codomeniul. Normalizarea codomeniului se face prin împărţirea ariei 

rezultatului transformării – presupunem cazul deschiderii - la cea mai mare închidere 

morfologică. Astfel, pe ordonata curbei granulometrice vom avea: 

[ ])(lim

)]([
)(

BAaria

aria

n

A
A

λ

λ
λ

•

Φ
=Ω

∞→     

După cum rezultă din definiţia curbei granulometrice, aceasta e descrescătoare şi invariantă la:  

translaţie, rotaţie (proprietăţi ale deschiderii şi închiderii morfologice), scalare (prin normare). 

Să precizăm că termenul de “curbă granulometrică” e uzitat şi în alte domenii, cum ar fi 

compoziţia materialelor. Deşi curba granulometrică se “instanţiază” altfel în acest domeniu, 

considerăm ilustrativ următorul citat: ”curba granulometrică a pământului e reprezentarea 

grafică a cantităţii de pământ (în procente din greutate) dintr-o anumită probă, funcţie de 

diametrul particulelor care alcătuiesc proba - figura de mai jos. Ea se determină prin cernerea 

probei succesiv prin site cu dimensiunile ochiurilor din ce în ce mai mici şi cântărindu-se 

greutatea materialului care nu a trecut prin ochiurile sitei.  
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Fig. I.4.2_2 Curbă 
granulometrică [crb grn] 
Alura curbei granulometrice 
ne dă indicaţii asupra 
gradului de uniformitate a 
materialului.  

 

 

 

Materialele trebuie să conţină fracţiuni din toate diametrele: prea mult material fin nu e indicat, 

deoarece e uşor spălat de apă, iar o cantitate prea mare de material grosier măreşte gradul de 

permeabilitate. Se defineşte chiar un indice de uniformitate a materialului:  

u = d60% / d10%, în funcţie de ale cărui valori materiale pot fi:  

 - uniforme dacă u < 5;  

 - cu uniformitate mijlocie pentru 5 < u < 15;  

 - neuniforme pentru u > 15.” 

 

 

I.4.3. Parametrii de formă scalari 

 

I.4.3.1. Parametri geometrici (rapoarte de aspect) 

 

Această categorie de parametri se bazează pe măsurarea unor atribute geometrice simple ca: aria 

S, perimetrul P, numărul de găuri, numărul lui Euler (diferenţa dintre numărul de componente 

conexe şi numărul de găuri), dimensiunile maxime ale formei pe direcţie orizontală (Dh) sau 

verticală (Dv), dimensiunile cercurilor înscrise (r) şi circumscrise (R) formei. Evident, atribute ca 
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S, P, r, R nu pot fi parametri de formă invarianţi la scalare, dar pe baza lor se pot construi 

rapoarte invariante la scalare, în intervalul [0,1]. 

Raportul de compactitate (numit uneori şi factor de formă) e definit ca: 

2

4

P

S
k

π
=

. 

Pentru disc, raportul e 1; cu cât k  e mai apropiat de acesta valoare, cu atât mai mult seamană a 

disc (pătratul are raportul de compacitate 0.785). 

Excentricitatea sau circularitatea formei (măsura în care se deosebeşte de disc) e definită ca 

raportul razelor 

R

r
e =

. 

Ne amintim aici şi rapoartele de simetrie şi circularitate definite pe baza semnăturii formei. 

Raportul de alungire e definit ca raportul dimensiunilor maxime ale formei pe verticală şi 

orizontală 








=
Dv

Do

Do

Dv
a ,min . 

Observăm că acest raport e dependent de orientarea formei, nefiind invariant la rotaţia plană. 

Raportul de convexitate e definit de raportul dintre aria formei şi a anvelopei conexe a acesteia; 

raportul e 1 pentru formele conexe şi scade cu cât forma e “mai concavă” : 

)]([

)(

ACHarie

Aaria
c =

. 

În condiţiile în care anvelopa conexă poate fi aproximată prin închiderea maximă a formei (după 

cum s-a discutat în secţiunea dedicată anvelopei convexe), c  e valoare în origine a curbei 

granulometrice.   
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I.4.3.2. Momente statistice şi invarianţi 

 

Interpretând funcţia caracteristică a formei (f(x,y):R->{0..L-1} normalizat la [0,1], R fiind 

regiunea care defineşte suportul formei) ca pe o funcţie de densitate de probabilitate 2D, putem 

defini momentele statistice de ordin p+q sau p,q pentru cele două variabile aleatoare 

corespunzătoare coordonatelor punctelor formei: 

∫ ∫= dxdyyxyxfm qp

Rpq ),(
 

Scalarul pqm e proiecţia funcţiei f(x,y) pe polinoamele px şi qy ale bazei complete de polinoame. 

Teorema reprezentării cu momente afirmă că mulţimea infinită de momente pqm  determină unic 

f(x,y) şi reciproc. 

În cazul imaginilor binare, formula momentelor devine: 

∑∑ ≠
=

0),( yxf

qp
pq yxm

 

Caracterizarea formei printr-o serie infinită de numere – conform  teoremei reprezentării cu 

momente, fiind imposibilă, în practică se folosesc pentru aproximare serii de momente până la un 

anumit ordin : Nqp ≤+ . Acestea însă caracterizează o altă funcţie g(x,y), o aproximare a lui 

f(x,y), dată de o combinaţie liniară a polinoamelor bazei, ponderate de necunoscuţii scalari pqg :

∑∑ ≤+
=

Nqp

qp
pq yxgyxg ),( . Găsirea acestor scalari se face prin egalarea momentelor 

cunoscute ale lui f(x,y) cu momentele lui g(x,y). Folosind o bază ortogonală de poligoane, cum 

sunt polinoanele Legendre, sistemul de ecuaţii devine mai simplu de rezolvat. 

Trebuie însă remarcat că, folosirea momentelor statistice definite ca mai sus pentru 

caracterizarea unei forme nu asigură îndeplinirea nici unuia dintre principiile de invarianţă 

căutate; de aceea, au fost introduse momente statistice invariante. Momentele statistice invariante 

la translaţie sunt momentele statistice centrate: 

∑∑ ≠
−−=

0),(
)()(

yxf

qp
pq yyxxµ

, 
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unde x  si y  sunt mediile celor două coordonate sau coordonatele centrului de greutate – date de 

00

10

m

m
 si 

00

01

m

m
, 00m fiind numărul de pixeli sau aria formei. 

Momentele statistice invariante la translaţie, dar şi la scalare, denumite momente statistice 

normalizate, sunt date de: 

2
1,

00

qppq
pq

+
+== γ

µ

µ
η

γ

 

Pe baza momentelor centrate normalizate s-au găsit şapte momente invariante la translaţie, 

scalare şi rotaţie, iar în condiţiile folosirii unor momente de ordin maxim trei. Invarianţele bazate 

pe momente pot fi exprimate mai convenabil folosind momente Zernike ce sunt proiecţii ale lui 

f(x,y) pe clasa polinoamelor Zernike (separabile în coordonate polare şi ortogonale pe cercul 

unitate). 

Iniţial, în anii ’60, aceşti invarianţi au fost folosiţi pentru recunoaşterea caracterelor mari de 

tipar, cu rezultate modeste. Eficienţa lor constă însă în modul rapid de calcul şi posibilitatea de a 

le utiliza cu succes pentru recunoaşterea formelor geometrice convexe. 

Folosind momentele, se mai pot deduce alte atribute: excentricitatea suprafeţei, care măsoară 

gradul de uniformitate al distribuţiei punctelor formei în jurul centrului de greutate: 

arie
11

2
0220 )( µµµ

ε
+−

=   . 

 

Un parametru geometric interesant e şi orientarea suprafeţei, caracterizată de unghiul θ faţă de 

orizontală pentru care  momentul de inerţie al formei e minim: 








−
=

0220

112

2

1

µµ

µ
θ arctg . Pe baza 

orientării, calculând coordonatele extreme în urma rotirii cu unghiul θ, se determină dreptunghiul 

de încadrare.  
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I.4.3.3. Descriptori Fourier 

 
 Aceştia pleacă de la ideea că un contur închis poate fi văzut ca o funcţie complexă periodică, de 

perioadă N ce reprezintă lungimea conturului. Deci putem scrie: 

1..0),()()( −=+= Nnniynxnu  

În termeni Fourier, conturul devine: 

∑
−

=

=
1

0

/2)(
1

)(
N

k

Nknjeka
N

nu π  : TF inversă, coeficienţii a(k), numiţi descriptori Fourier (FD) ai 

conturului, fiind daţi de TF directă: ∑
−

=

−=
1

0

/2)(
1

)(
N

k

Nknjeku
N

na π . 

DF sunt o reprezentare a contururilor, care s-a dovedit a fi foarte utilă in problema recunoaşterii 

caracterelor. 

 

Transformări geometrice ale DF 

În cazul transformărilor geometrice ale conturului, DF se modifică după cum urmează: 

- translaţie: DF rămân aceeaşi cu excepţia lui a(0):  

)()()()()( nnakanunu xyTxyT δ∆+=⇒∆+=
 

- scalare: DF se scalează cu acelaşi factor (pentru α real, faza rămane invariantă) 

- rotaţie: DF se rotesc cu acelasi unghi 0θ  

schimbarea punctului de start: DF îşi schimbă faza = se modulează: 

Nnnj
PP enanannunu /2

0
0)()()()( π−=⇒−=  

Observaţii: 

- amplitudinile sunt invariante la transformările de rotaţie şi schimbare a punctului de start 
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- faza e invariantă la scalare 

- DF sunt caracteristici de formă regenerative, care se folosesc pentru recunoaşterea formelor, 

mergând cu calculul DF pâna la precizia dorită – precizia e dată de rangul ultimului DF calculat.  

 

DF se pot folosi şi pentru: 

- analiza curbelor / liniilor – le putem considera contururile unor obiecte cu grosimea de un pixel 

- calculul ariei unei suprafeţe 

- skeletizare 

- ‘potrivirea contururilor’ (‘boundary matching’); putem folosi DF pentru a potrivi forme 

similare, chiar dacă au dimensiuni şi orientări diferite. Se poate stabili un prag de eroare între 

potrivirea coeficienţilor DF ai celor două contururi ale formelor de comparat, prag care să 

minimizeze efectele transformărilor geometrice descrise mai sus: 

})(min{),,,(
21

0
00000

0∑
−

=

−+−=
N

n

j
n

def

uennvunud θαθα
 

 

Variante ale DF 

În loc să folosim două funcţii ( x(t) si y(t) ), putem folosi o singură funcţie cu parametrul t = 

lungimea arcului de-a lungul curbei: 









= −

dttdx

dttdy
tgt

/)(

/)(
)( 1θ

. 

Curba se poate reconstrui dacă se cunosc  y(0) x(0), şi )(tθ . De exemplu coordonata x e dată de: 

∫+=
t

dxtx
0

)(cos)0()( ττθ   
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Pentru a avea invarianţă la translaţie, putem folosi ca funcţie ce reprezintă conturul, curbura 

conturului: 

dt

td
tk

)(
)(

θ
=

 

Pentru curbele închise cu colţuri s-a propus folosirea în colţuri a funcţiei: 

Ttdkt
sdef

/2)()(
0

^

πττθ −= ∫ , unde T e perioada conturului (N în cazul discret). 

Să meţionăm şi că la parametrii de formă geometrici se pot adauga numărul de colţuri – unde 

curbura depăşeşte un prag, şi energia curburii (bending energy) ∫=
T

dttk
T

E
0

2
)(

1
, care în 

termeni de DF devine =E  
41

0

2 2
)( 




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
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∑

−

= T

k
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N

k

π
.   

 

 

I.4.4. Concluzii 

 
Reprezentarea formelor poate fi folosită la: 

 - Recunoaşterea formelor 

 - Potrivirea formelor 

 - Măsurarea formelor 

Măsurarea formelor poate fi văzută ca extragerea de caracteristici bazate pe geometria sau 

momentele formei. Pentru potrivirea şi recunoaşterea formelor, reprezentările cu adevărat 

“sigure”, care garantează identificarea formei, admiţând transformare inversă (de la reprezentare 

la formă) , sunt reprezentările regenerative, cum ar fi conturul, regiunea, reprezentarea structural 

sintactică, skeletonul, semnătura formei, descriptorii Fourier, aproximările cu momente. Ceea ce 
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decide metoda optimă de reprezentare folosită e impactul asupra acurateţei, vitezei şi costului  

aplicaţiei.  

 

 

I.5. Tehnici de segmentare 

 

 

Pe scurt, segmentarea e procesul care partiţionează imaginea în regiuni relativ omogene. Îi putem 

spune şi recunoaştere a regiunilor, fiind în fond o clasificare de nivel jos, care pregăteşte 

clasificarea de nivel înalt ce va avea loc la finalul întregului proces de CI. 

Vom trece în revistă tehnicile cele mai cunoscute de segmentare, ca pregătire pentru tehnicile de 

clasificare tratate ulterior, pentru că, aşa cum am spus, segmentarea poate fi privită ca o 

clasificare. 

Enumerăm tipuri de segmentare : 

- Limitarea intensităţii (‘amplitude thresholding/window slicing’) 

- Etichetarea componentelor (‘component labeling’) 

- bazată pe contururi (‘boundary based approaches’) 

- bazată pe regiuni (‘region based approaches & clustering’) 

- bazată pe potrivirea de şabloane  

Precizăm câteva aspecte din ultima categorie, segmentarea bazată pe potrivirea de şabloane, mai 

specială în felul ei, şi, mai jos, trecem în revistă celelate tehnici, oprindu-ne la câteva aspecte pe 

care le considerăm interesante.  

De segmentare cu şabloane putem vorbi în cazul separării textului de grafice într-o pagină, 

fiecare necesitând în continuare tehnici specifice de prelucrare. La această categorie de 
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segmentare includem şi segmentarea bazată pe texturi, abordare care îşi poate dovedi valoarea în 

cazul imaginilor cu o densitate mare de muchii, caz în care abordarea bazată pe contur eşuează. 

Ca procedee de prelucrare, menţionăm prelucrările morfologice, ca închiderea şi deschiderea – 

putem intra aici în domeniul granulometriei, al cărui principiu general ar fi că “au efect” 

prelucrările morfologice cu elemente structurante de dimensiuni similare cu obiectele.  Cazul 

mai rafinat al acestui segmentării cu şabloane e potrivirea imaginilor (‘image matching’), despre 

care vorbim în subcapitolul următor. 

 

 

I.5.1. Limitarea intensităţii / Prăguirea (‘Thresholding’)  

 
Datorită proprietăţilor sale intuitive şi simplităţii implementării, având şi atuul unei viteze de 

calcul deosebite, prăguirea ocupă o poziţie centrală în segmentarea imaginilor. 

Prăguirea e efectivă când intensităţile pixelilor caracterizează suficient obiectul, la modul ideal 

aceasta însemnând că un interval de intensităţi identifică unic obiectul. Zgomotul şi iluminarea / 

reflectanţa neuniformă pot defavoriza major prăguirea.   

Iată un simplu algoritm iterativ de prăguire, care “merge” (eficient) când obiectele din imagine 

sunt suficient de distincte faţă de fundal, astfel încât putem aplica un singur prag global: 

Alege T = un prag global (dacă nu avem vreo recomandare specială, alegem chiar media 

imaginii) 

Partiţionează imaginea în două (clase) pe baza lui T: C1 şi C2 

Atribuie T_nou = media [media(C1) + media(C2)]  

Repetă pasul 2. cât timp (T - T_nou) < un parametru DT dat (cu cât DT e mai mare, cu atât vor fi 

mai puţine iteraţii)  

Abordările mai avansate se bazează în general pe histograma imaginii: 
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 - histograma e examinată pentru a localiza “piscuri şi văi” – care pot da valorile pragurilor de 

delimitare a obiectelor 

 - se poate aplica un prag procentual pe ordonata histogramei cumulative e.g., am feţe umane 

încadrate manual cu poligoane şi vreau să determin pixelii “de piele” din poligon 

 - praguri adaptive în funcţie de histogramele vecinătăţilor 

 - delimitare pe baza proiecţiilor: analiza histogramele proiecţiilor pe fiecare direcţie 

(corespunzătoare fiecărei coordonate, deci x şi y) sau histogramele pixelilor care satisfac un 

anumit criteriu 

 - determinarea pragurilor  astfel încât să minimizăm eroarea de segmentare  

În continuare, vom prezenta o metodă generală de prăguire care se încadrează la ultimul punct. 

Atenţia specială acordată acestei metode provine din faptul că metoda îşi gaseşte “natural” un 

corespondent în clasificatorul de tip Bayes şi că apar aspecte posibil relevante pentru o problemă 

CI abordată probabilistic. 

 

I.5.1.1. Metoda Otsu (de prăguire globală optimă)   

 

Această metodă e optimă în ce priveşte maximizarea varianţei între clase. Un alt avantaj: se 

bazează doar pe histograma imaginii. 

Presupunem L nivele de intensitate ale imaginii: de la 0 la L-1. Notăm �� frecvenţa relativă a 

nivelului i � ��.  �� ������ �� �� ��!� " �" ���.   # "� �� ������   $   ∑ ��&'
�() � 1 

 

Fie pragul * + �0, . � 1� şi C1 şi C2 clasele (regiunile) rezultate în urma aplicării acestui prag. 

Probabilitatea ca un pixel să fie în C1 e P1�k� � ∑ ��1�() , iar P2�k� � 1 � P1�k�. 
Intensitatea medie a pixelilor asignaţi lui C1: m1�k� � ∑ 4 5�4/71�1�()  
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Aplicând legea lui Bayes: 

m1�k� � 1P1�k�84 ��
1

�()  

Analog:  

m2�k� � 1P2�k� 8 4 ��
&'


�(1�
  

Media globală, intensităţii pe întreaga imagine nu depinde de k: 

9: � 84��
&'

�()  

Din cele trei relaţii de mai sus reiese: 51�*� 91�*� � 52�*� 92�*� � 9:. 

Evaluarea pragului se face cu: 

;�*� � <=��*�<>�  

, unde <=��*� � 51�*�?91�*� � 9:@� � 52�*�?92�*� � 9:@� e varianţa între (‘between’) 

cele două clase, iar <>� � ∑ �4 � 9:����&'
�()  e varianţa globală. 

Se mai poate scrie – ignorăm k prezent la toţi termenii: 

<=� � 5152�91 � 92�� 

Din această relaţie se vede cum cu cât “distanţa” între mediile celor două clase e mai mare, cu 

atât <=��*� e mai mare. 

Dacă notăm  9�*� A ∑ 4�� 1�() , obţinem o formulă mai eficientă pentru calculul <=�: 

<=��*� � ?9: 51�*� � 9�*� @�51�*�?1 � 51�*�@  
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Deci algoritmul Otsu alege *B care să maximizeze <=��*�. Se demonstrează că acest maxim 

există – pot media dacă există mai multe valori ale lui k pentru care se maximizează <=��*�. 
Alte informaţii interesante (afară de *B) care se obţin rulând algoritmul Otsu: 

 - 51�*B� şi 52�*B�: ariile ocupate de cele două clase in reprezentarea histogramei 

 -  91�*B� şi 92�*B�: media intensităţilor în interiorul celor două clase 

 

;�*� + ?0; 1@: ;�*� e nul D imaginea e de intensitate constantă şi ;�*� atinge maximul 1 D 

imaginea are intensităţi 0 şi L-1.  

 

Observaţii: 

- o prăguire satisfăcătoare are loc în condiţiile în care lobii histograme sunt suficient de: înalţi, 

înguşti, simetrici şi separaţi de “văi adânci.”  

-  în general, o prăguire globală afectată de zgomot poate fi îmbunătăţită prin atenuarea detaliilor 

(‘smoothing’), chiar dacă pierdem precizia contururilor sau prin folosirea pixelilor de tranziţie / 

muchie când avem un lob prea lat (folosind pixeli de muchie, segmentarea nu depinde de 

dimensiuni, astfel încât se poate lua în calcul şi o regiune a cărei mică contribuţie la histogramă 

ar fi altfel neglijată ). 

 

I.5.2. Etichetarea componentelor  

Să luăm cazul elementar al algoritmului de segmentare prin etichetarea pixelului unei imagini 

binare. Presupunem că în imaginea baleiată în mod normal (stanga-dreapta, sus-jos), ajungem la 

pixelul X: 

xxx

XQ

GFE

→
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Am marcat vecinii necunoscuţi încă, ai lui X, cu x. Dacă valoarea în X e 1, atunci e asignat la 

obiectul la care e conectat. Sunt patru variante posibile pentru o 8-conectivitate: E, F, G si Q. 

Dacă nici unul dintre vecinii parcurşi ai lui X nu a fost asignat la vreun obiect, adică apare o 

tranziţie din 0 către 1 odată cu întâlnirea lui X; tot astfel va apărea şi o nouă etichetă de obiect.  

Odată ce pixelul a fost etichetat, caracteristicile obiectului (centru de greutate, arie) căruia îi 

aparţine sunt actualizate. 

Desigur, se poate lucra şi cu imagini în scară de gri şi cu imagini color, dacă definim criteriul de 

apartenenţă al unui pixel la un obiect. Se poate lucra şi pe o reprezentare de tip “secvenţă” (‘run 

length’), în algoritmii corespunzători, obiectelor fiindu-le asociate nivele. 

Avantajul major al acestei abordări e că obţinem o hartă de segmentare într-un singur pas, la o 

singură baleiere.  

 

 Aspecte legate de segmentarea bazată pe regiuni 

Segmentarea bazată pe regiuni e, în general, tipul de segmentare cel mai versatil. Faţă de 

segmentarea bazată pe contururi, care se bazează de fapt pe detecţia muchiilor şi urmărirea 

conectivităţii, are avantajul că e mai robustă la zgomote (care alterează detecţia muchiilor) şi alte 

artefacte, la rupturi în contururi sau în situaţii de întretăiere a obiectelor (care alterează  

conectivitatatea contururilor). Principiul segmentării bazată pe regiuni e divizarea iniţială în 

regiuni atomice şi unificarea acestora (‘region growing’). Regiuni adiacente similare se unifică 

secvenţial până obţinem regiuni adiacente suficient de diferite. Provocarea e alegerea criteriului 

de unificare. Iată câteva sugestii de alegere: 

1/ TPw m > , unde ),min( jim PPP =  e perimetrul minim între cele două regiuni, iar w  e numărul 

de locaţii de contur slab (‘weak boundary locations’) = pixeli de o parte şi de alta a graniţei între 

cele două regiuni, a căror diferenţă de amplitudine e sub un anumit prag. 

Pragul 1T  controlează dimensiunea regiunii de unificat, e.g., pentru 11 =T  unificarea se face dacă 

o regiune aproape o include pe cealaltă. 

2/ TLw > , unde L  e lungimea graniţei comune celor două regiuni. 
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În general, acest pas se aplică după ce o primă euristică a redus numărul de regiuni. O valoare 

tipică pentru 2T  e 0.75. 

Unificăm dacă avem numai locaţii de contur slab pe graniţă. 

Dezavantajul segmentării bazate pe regiuni e că implementarea poate avea complexitate mare. 

 

 

 

I.6. Clasificarea imaginilor prin potrivire (‘Image Matching’) 

 

 

Detecţia prezenţei sau schimbării poziţiei unui obiect într-o scenă dată e o problemă de mare 

importanţă în analiza de imagini. Domenii concrete de interes sunt robotica, prognozele meteo 

conform  imaginilor obţinute din sateliţi, diagnosticele medicale conform  imaginilor obţinute 

prin radiologie sau tomografie computerizată etc. Detecţia schimbării e utilă şi în alinierea 

(‘alignement or spatial registration’) imaginilor “luate” la moment / din poziţii sau cu aparate 

foto diferite.  

Cea mai simplă metodă de detecţie a schimbărilor e scăderea imaginilor. Deşi rudimentară, 

acestă metodă dă rezultate bune în cazul unor condiţii controlate de formare a imaginilor e.g., 

făcând diferenţa între imaginile medicale ale unui organ înainte şi după injectarea unei substanţe 

“lizibile” la radiologie, în cadrul sistemelor de securitate bazate pe monitorizare, în segmentarea 

unei părţi dintr-un ansamblu complex. 

În esenţă, “potrivirea” unui model într-o imagine constă în căutarea minimului unei măsuri a 

diferenţei între imagine şi model (şablon). Prezentăm separat, în acest capitol, o metodă generală 

de potrivire, importantă și prin felul în care pune în lumină conceptul de corelare, concept 

asupra căruia vom reveni pentru a face o sinteză din punct de vedere matematic asupra 
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recunoașterii formelor (‘Pattern Recongnition’) în secțiunea II.1.5,  “O viziune abstractă asupra 

recunoaşterii formelor, în jurul conceptului de corelare”. 

 

 

I.6.1. Potrivirea pe baza corelării (‘Template Matching and Area 

Correlation’) 

 

Presupunem că vrem să găsim / potrivim într-o imagine f(x,y) un şablon w de dimensiune 

semnificativ mai mică. Definim coeficientul normalizat de corelaţie: 


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
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]),(][),([
),(γ , 

unde w  e media intensităţilor pixelilor şablonului, iar f  se calculează ca medie a intensităţilor 

pixelilor imaginii, în dreptunghiul de suprapunere a acesteia cu w – procesul e analog corelării 

imaginii f cu masca w. 

Conform inegalităţii lui Cauchy, ]1,1[),( −∈yxγ  (dacă luăm w(s,t) şi f(x+s,y+t) drept capetele a 

doi vectori într-un hiperspaţiu – celălalt capăt e originea -, coeficientul normalizat de corelaţie e 

cosinusul unghiului dintre cei doi vectori). Ne asigurăm că avem o masură normalizată a 

potrivirii a potrivirii şablonului în imagine, masură independentă de diferenţa de scală între cei 

doi termeni de comparat. Numărătorul ar putea fi calculat ca produs, trecând în domeniul 

Fourier, pe baza teoremei convoluţiei (în cazul de faţă a corelării – ceea ce presupune doar o 

conjugare faţă de formula corespunzatoare convoluţiei). Dar coeficientul de corelaţie nu poate fi 

calculat in totalitate cu aceasta teoremă, din cauza termenilor neliniari (ridicare la pătrat şi 

împărţire). 
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Conform aceleiaşi inegalităţi a lui Cauchy, γ  atinge valoarea extremă (-1 sau 1) când w centrat e 

o scalare a lui f centrat: ]),([),( ftysxfkwtsw −++=−  

Corelaţia extremă (γ  maxim în modul) înseamnă cea mai bună potrivire posibilă. Rezultă 

imediat algoritmul de potrivire: parcurgerea incrementală a imaginii pentru corelaţia ei cu 

şablonul şi reţinerea poziţiei maximului (sau maximelor) ca poziţie centrală de potrivire a 

şablonului în imagine. În acest context se poate folosi filtru definit la sfârșitul secțunii I.2, 

“Detecția muchiilor”.  

Conform [Bulea 1,  2003, p. 165]: “Volumul mare de calcule necesare pentru obţinerea funcţiei 

de intercorelaţie (coeficientului normalizat de corelaţie) poate fi diminuat aplicând unele 

strategii. Rosenfeld şi Vandenburg au propus reducerea într-o primă fază a rezoluţiei imaginilor 

ce se compară, fie prin subeşantionare, fie prin simpla selecţie a unui subset de pixeli. 

Determinarea, folosind aceste imagini, a maximumului funcţiei de intercorelaţie, duce la o 

localizare grosieră a lui. Aceasta permite restrângerea semnificativă a dimensiunilor ferestrei de 

corelaţie. Barnea şi Silverman propun calculul cumulativ al funcţiei de eroare pentru cele două 

imagini potrivite, oprindu-se calculul corelaţiei dacă eroarea calculată, la un anumit pas, 

depăşeşte un anumit prag.” 

Mai sus am arătat că e posibilă normalizarea corelaţiei pentru schimbarea intensităţii imaginilor 

potrivite. Normalizarea faţă de redimensionarea imaginilor şi faţă de rotaţia lor sunt probleme 

mai complicate. Redimensionarea implică cunoaşterea dimensiunii comune la care să fie aduse 

imaginile. Dacă luăm exemplul unei aplicaţii controlate la distanţă, această dimensiune se poate 

deduce ştiind geometria senzorilor şi poziţia lor faţă de obiectele “fotografiate.”  In mod 

asemănător, s-ar putea rezolva şi normalizarea faţă de rotaţie, care presupune cunoaşterea 

unghiului după care trebuie rotite imaginile. Dar, în general, potrivirea  în spaţiul parametrilor 








 −−
θ

γγ
,,

21

tysx
  unde numitorii şi al treilea parametru corespund normalizării faţă de 

redimensionare şi, respectiv, rotire, devine imposibil dacă nu avem estimări rezonabile şi dacă 

detecţia trăsăturilor imagistice nu ne ajută indeajuns. Generalizarea metodei de potrivire bazată 

pe calculul corelaţiei constă în înlocuirea funcţiilor de imagine cu trăsături extrase din imagini, 

cum ar fi momentele invariante, coeficienţii unor transformări ortogonale, etc. În acest sens, 
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putem încerca potrivirea pe baza unor puncte cheie (‘control points’), detectate automat sau alese 

manual. 

 

 

I.6.2. Cazuri particulare 

 

I.6.2.1. Căutarea logaritmică 

 
Dacă nu există informaţii a priori despre variaţia abaterii potrivirii şablonului în diferitele locaţii 

ale imaginii, suntem nevoiţi să căutăm în toată imaginea, pixel cu pixel. Dacă dimpotrivă, ştim, 

de exemplu, că abaterea creşte monoton, pe măsură ce ne îndepărtăm de locaţia potrivirii, putem 

reduce costul căutării. În exemplul presupus, căutarea ajunge la complexitate )(log nO  de la 

)( 2nO  dacă rulăm un algoritm care constă în:  

Iniţial) căutarea în cinci locaţii = centrul imaginii + mijloacele segmentelor definite de centru şi 

mijloacele laturilor imaginii;  

Apoi) căutare în cinci locaţii în jurul locaţiei cu cea mai mică abatere şi tot aşa până putem 

ajunge la o căutare secvenţială într-o zonă de 3x3 pixeli dacă nu găsim potrivire pe parcurs. 

Algoritmul presupune definirea unei funcţii de abatere în fiecare pixel, a cărei valoare trebuie 

minimizată : ∑∑
= =

−−−=
M

m

N

n

nmwnjmifp
MN

jiA
1 1

)],(),([
1

),( , )( xp fiind o funcţie crescătoare, 

pozitivă – se obişnuieste folosirea lui x  sau a lui 2x . 

 

I.6.2.2. Potrivirea imaginilor binare 

 

Pentru potrivirea acestor imagini e suficient sa calculăm, ca masură de potrivire, diferenţa 

minimă: 
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∑∑ ⊕−−
m n

nmwnjmif ),(),(
 

În practică, acest caz se întâlneşte în multe situaţii e.g., recunoaşterea caracterelor / obiectelor 

tipărite, a schemelor / circuitelor, etc.  

 

 

 

I.7.Tehnici de clasificare 

 

 

După extragerea de trăsături, segmentare, reprezentare şi descriere, CI îşi propune să obţină o 

descriere simbolică de nivel înalt a continutului imaginii. Să observăm că gradul de complexitate 

al problemei clasificării poate fi micşorat împărţind în subprobleme –  vom proiecta un 

clasificator care să separe în grupe de clase.  

Un sistem complet de recunoaştere a formelor constă într-un senzor care adună datele brute, un 

mecanism de extragere a caracteristicilor care calculează numeric sau simbolic informaţia din 

aceste date şi o schemă de clasificare sau descriere a datelor pe baza caracteristicilor extrase. 

Reprezentarea formelor, pasul imediat anterior clasificării, e foarte importantă pentru clasificare. 

Ea poate fi cheia rezolvării unei probleme de clasificare. Aşa cum am arătat în subcapitolul 

“Reprezentarea formelor”, e de preferat o reprezentare simplificată (dar nu simplistă !) pentru o 

clasificare performantă. 

În general, schema de clasificare foloseşte două abordări: statistică  (sau decizional teoretică) –  

bazată pe caracteristicile statistice ale datelor – şi sintactică  (sau structurală) – bazată pe 

relaţiile structurale între caracteristici (‘features’). Prima categorie lucrează cu descriptori 

cantitativi, e.g., lungime, arie, textură. A doua categorie lucrează cu descriptori calitativi 

(relaţii),  e.g., şiruri pentru conectivităţi simple (cum ar fi în cazul unei scări) între primitive (o 

scară se poate reprezenta ca un şir (ab)+ unde a semnifică ‚_’ şi  b semnifică ‚�’). Descriptorii 
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calitativi pot însemna gramatici cu reguli de producţie - o producţie nouă poate însemna 

adunarea / multiplicarea de vectori sau de structuri compuse (rezultate în urma adunării / 

multiplicării de vectori).  

Datele de clasificat sunt de obicei măsurători şi / sau observaţii, ce se pot asocia cu puncte dintr-

un spaţiu multidimensional definit adecvat. O varietate largă de algoritmi poate fi aplicată pentru 

recunoaşterea de forme, de la clasificarea prin potrivire la mult mai complexele reţele neurale. 

Tema centrală a clasificării e învăţarea delimitării claselor de forme (‘pattern classes’). Clasa e 

o mulţime de forme cu proprietăţi comune, e.g., în cadrul clasei fructelor putem distinge 

(sub)clasa merelor de (sub)clasa perelor. Înţelegem prin prototipul unei clase o formă de 

referinţă a unei clase, o reprezentare a clasei. Prototipul se calculează pe baza unor (forme) 

mostre (forme a căror apartenenţă la clasă e  cunoscută) e.g., poate fi centrul de masă pentru 

reprezentarea formelor prin puncte în spaţiul N-dimensional al caracteristicilor / trăsăturilor 

formelor.  

Clasificarea poate fi: 

- supervizată  - prin învăţare: se foloseşte un set de forme mostră sau prototipuri, numit setul de 

învăţare; pentru a învăţa (antrena) clasificatorul să recunoască clasa formelor pe care le primeşte 

ca intrări. 

 - nesupervizată sau ‘clustering’ - se încearcă identificarea de grupări. 

 

Fig. I.7_1 Schema bloc a unui sistem de recunoaştere a formelor cu învăţare. Săgeata înapoi din 
figura de mai sus (fără de care avem schema generală a unui clasificator, nu neapărat cu învăţare 
a formelor), poate însemna că: 
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- pentru formele nerecunoscute se mai face o încercare în ipoteza că ele reprezintă forme încă 

“neînvăţate”, se reantrenează clasificatorul, aceste forme fiind reaplicate la intrarea lui 

 - se pot înlătura din setul de învăţare forme care nu au avut impact semnificativ asupra învăţării 

şi adăuga forme de intrare noi.  

 

 

 

 

 

Fig. I.7_2 Moduri 
posibile de abordare a 
unei probleme de 
clasificare conform  

[Bulea 2003, p. 20] 
   

 

  

 

 

Proprietăţi care permit evaluarea unui clasificator 

(Rata de) Recunoaştere = cât la sută din setul de antrenare (în vederea recunoaşterii) e 

recunoscut corect. 

Convergenţă  = viteza de răspuns; a se face un compromis inteligent între recunoaştere şi 

convergenţă. 

Siguranţa  = capacitatea de a clasifica corect formele distorsionate aplicate la intrare. 

Predicţia  = capacitatea de a clasifica corect forme care nu aparţin setului de antrenare. 
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E locul să facem o sumară paranteză despre: 

Metode conexioniste în prelucrarea de imagini şi recunoaşterea de forme 

Acestea se bazează pe utilizarea unei reţele de “procesoare” conectate intensiv unele cu altele şi 

care, de regulă, execută aceleaşi instrucţiuni. Spre deosebire de maşinile von Neuman, se 

încearcă exploatarea cât mai eficientă a paralelismului de obicei inerent prelucrării imaginilor şi 

recunoaşterii formelor. 

“Reţeaua de procesoare” se poate concretiza, după ordinea crescătoare a complexităţii în 

structuri sistolice, procesoare matriceale şi reţele neurale artificiale. Orice reţea neurală e 

caracterizată de: modelul neuronului, arhitectura reţelei şi algoritmul de antrenare – în cazul 

clasificării supervizate. Cel mai folosit model de neuron e cel fără memorie (nu apare timpul în 

relaţie), numit şi perceptron, caracterizat de relaţia ieşire(Y)-intrare(X), cu ponderile W şi 

pragurile θ : 

∑
=

−=
N

i
jiijj xwfy

1

)( θ , funcţia f fiind neliniară, e.g., de tip prag, sigmoidă, fiind  în general uşor 

de implementat hardware. Modelele mai sofisticate de neuroni introduc variabila timp.  

Între arhitecturile de reţele neurale, reţelele cu propagare înainte (‘feed-forward’) caracterizate 

prin conexiuni unidirecţionale, fără bucle de reacţie, au fost studiate cel mai mult. Într-o 

asemenea reţea, neuronii sunt dispuşi în straturi successive, ieşirile neuronilor de pe straturile 

inferioare aplicându-se la intrările neuronilor de pe stratul următor. Binecunoscutul perceptron 

multistrat are o asemenea structură, gama largă a aplicaţiilor în care a fost folosit fiind o dovadă 

a posibilităţilor unui asemenea sistem. 

După [Bulea 2003, p.24], remarcăm interdependenţa strânsă între cele două domenii de studiu: 

“pe de o parte, paralelismul extins oferit de reţelele neurale oferă perspective noi teoriei 

recunoaşterii formelor, iar pe de altă parte, fundamentul matematic solid al teoriei recunoaşterii 

formelor direcţionează și dinamizează în permanenţă cercetări asupra reţelelor neurale”. 
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I.7.1. Clasificarea supervizată 

 

Clasificarea supervizată poate fi: 

 - statistică: o abordare probabilistică a CI – clasele sunt văzute ca variabile aleatoare N-

dimensionale, care se bazează pe modele de distribuţie parametrice sau neparametrice, e.g., 

clasificarea de risc minimizat tip Bayes ( vezi secţiunea “Clasificarea statistică” din capitolul 3); 

 - fără distribuţii: nu necesită cunoştinţe a priori despre probabilităţile prototipurilor / claselor - 

clasificare euristică (nu ne vom referi în acest subcapitol la clasificarea bazată pe gramatici). 

 

I.7.1.1. Clasificarea fără distribuţii 

 

Mulţimea de N trăsături cu valori comune clasei poate fi caracterizată de prototipul clasei - poate 

fi văzut ca un vector (coloană, de dimensiune Nx1) reprezentativ al clasei. Elementele vectorului 

de trăsături sunt măsurători de a căror alegere inspirată depinde succesul clasificării - e.g., pentru 

a separa flori pot alege dimensiunile petalelor, pentru a separa discuri cu defecte la margine, pot 

alege o funcţie )(θr  care e o funcţie semnătură ( vezi secţiunea “Reprezentarea formelor | 

Funcţii asociate formelor”). 

Problema centrală e învăţarea recunoaşterii clasei formei de intrare, pornind de la un set de 

prototipuri ( forme exemplu sau mostre) a căror apartenenţă la clase se ştie.  

Fie k clase de obiecte (‘pattern classes’). Se defineşte funcţia discriminant pentru clasa k : 

kik CXikXdXd ∈⇔≠∀> ),()( , X fiind vectorul de trăsături al formei de intrare. 

Funcţia separator între clasele i şi j se obţine ca ].0)()([)( =−= XdXdXs jiij  
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Pentru o problemă cu K clase trebuie K-1 funcţii separator: trebuie divizat spaţiul N-dimensional 

al caracteristicilor în K regiuni diferite. Aceste regiuni sunt hiperplane dacă funcţia discriminant / 

separator e liniară : k
T
kk bXAXd +=)( , kA fiind un vector (coloană, de dimensiune Nx1), iar kb  

un scalar. În acest caz, vorbim de clase liniar separabile.  

 

 Clasificatori liniari 

Ilustrăm cazul plan pentru două clase C1 şi C2 – ştim că în acest caz C1 şi C2 sunt liniar 

separabile dacă putem separa printr-o dreaptă formele C1 de formele C2, având nevoie de o 

singură funcţie discriminant D�X� GH 0, X + C1J 0, X + C2K 
 

 

Fig. I.7.1_1  Mai multe variante de a separa liniar 
între două clase 

 

 

 

 

 

Observaţie: Pentru clasificarea de mai sus, conform  figurii, se pot utiliza mai mulţi separatori ai 

claselor. Se urmăreşte să se asigure maximizarea distanţei între cele mai apropiate două puncte 

din clase diferite, adică se doreşte să se asigure distanţa maximă între clase. În cazul ilustrat, 

separatorul între cele două clase e mediatoarea segmentului ce uneşte cele mai apropiate două 

puncte de clase diferite.  

Între algoritmii de clasificare liniară, cei mai cunoscuţi sunt: 

 * Clasificatorul de distanţă minimă: 
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forma X e decisă ca aparţinând clasei cu centroidul (prototipul) cel mai aproape de X. 

Separatorul între două clase e mediatoarea segmentului ce uneşte prototipurile claselor.  

Vom face şi o scurtă descriere formalizată a acestui clasificator. Astfel, dacă avem K clase 71, 

pentru fiecare clasă, care are L1 forme cunoscute, stabilim prototipul 

M1 � 1L1 8 NO+PQ
 

Decizia se ia conform  regulii:  

 N + 71 R S�N, M1� 94T49, * � 1…V 

Unde S�N, M1� e o distanţă (euclidiană, generalizată (Minkowski), Manhattan, Hamming (pentru 

forme binare) etc.). Dacă lucrăm cu distanţa euclidiană, condiţia de minim de mai sus devine 

condiţie de maxim pt. 

 W1�N� � 2M1XN � YM1Y 

 * Clasificatorul cu cei mai mulţi k-vecini: 

forma X e decisă ca aparţinând clasei cu cei mai mulţi vecini între cei k-vecini ai lui X (aici 

trebuie precizat termenul în funcţie de problema specifică e.g., se stabileşte o k-rază  în jurul 

careia se numără vecinii) 

În cazul funcţiilor discriminant liniare pe porţiuni, fiecare clasă are mai mulţi vectori de referinţă 

(prototip). Distanţa de la forma de clasificat la clasă e distanţa minimă între distanţele de la 

formă la prototipuri. Acest clasificator poate fi văzut ca fiind obţinut prin divizarea fiecărei clase 

în subclase, fiecare fiind caracterizată de câte un vector prototip şi construind câte un clasificator 

multicategorial de distanţă minimă pentru fiecare clasă. 

 

Fig. I.7.1_2  Clasificator liniar pe porţiuni conform  [Bulea 
2003, p.208] 
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Generalizând, o funcţie discriminant liniară în spaţiul (N+1)-dimensional al formelor e dată de: 

W��N� � ∑ Z�[\[,]�
[(
 , cu \]�
 � 1 

Prin W��N� se defineşte ecuaţia unui hiperplan.Matriceal, relaţia de mai sus se scrie D = W x X.  

Limitele de decizie între două clase sunt date de: 

 W��N� � W[�N� � ∑  ^Z�_ � Z[_`\_ � 0]�
_(
  

Dacă notăm Z_�[ A Z�_ � Z[_, ecuaţia limitei de decizie între două clase i şi j e de forma 

∑ Z_�[\_ � 0]�
_(
 . Această ultimă relaţie reprezintă ecuaţia unui hiperplan care trece prin 

originea spaţiului extins al trăsăturilor, spaţiu denumit şi al ponderilor, a cărui utilizare simplifică 

mult studiul clasificatorilor liniari. 

Cazul a mai multe clase se poate reduce la clasificarea cu două clase, dacă se adoptă una din 

următoarele strategii de construcţie a clasificatorilor multicategoriali, strategii valabile pentru 

orice tip de clasificator (nu numai pentru cei liniari): 

Repetând pentru fiecare clasă, separarea unei clase de restul, obţinem zone corespunzatoare 

claselor. Dar, astfel, obţinem şi zone de nedeterminare – în zona din centru nu avem nicio clasă, 

în celelalte trei zone marcate de la margine nu putem decide între două clase: 

 

 

 

Fig. I.7.1_3  Zone de nedeterminare ivite în 
urma clasificării liniare cu strategia 1. 

 

 

Se construieşte, corespunzător fiecărei perechi de clase, un clasificator care să împartă spaţiul 

trăsăturilor în două regiuni, astfel încât una să conţină clasele respective, iar cealaltă restul 
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claselor.  Faţă de strategia 1., zonele corespunzatoare claselor se măresc, micşorându-se zonele 

de nedeterminare. Cu Dij funcţiile discriminator astfel construite, se ia decizia  

N + 74 R W�[�N� a 0, b c d 4, c � 1…V�Te9ăgeh Si jhkli� 
Fiecare funcţie discriminant separă doar două clase între ele, caz în care zona de nedeterminare 

se reduce foarte mult. În acest caz se construiesc funcţii de decizie de forma Dij(X) = Di(X) - 

Dj(X), regula de decizie fiind ca la strategia a doua. Această strategie e cea mai puternică, 

reuşind să separe liniar clase care nu pot fi separate folosind primele două metode – să remarcăm 

separarea perfectă în cazul de la mijloc din figura de mai jos (s-au putut proiecta funcţiile 

discriminant astfel încât dreptele separatoare să fie toate concurente în acelaşi punct)  

 

Fig. I.7.1_4  Zone de nedeterminare ivite în urma clasificării liniare cu strategia a treia conform  
[Bulea 2003, p.202] 

 

Dacă algoritmii liniari, ca în cazul algoritmului perceptronului, sunt cel mai puţin costisitori şi 

mai populari, ei nu sunt “acoperitori” – există multe situaţii când clasele nu sunt liniar separabile: 

 

 

Fig. I.7.1_5  Clasele neseparabile liniar 
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Rezolvarea problemei de clasificare când spaţiul intrărilor nu e liniar separabil are mai multe 

variante: 

- Utilizarea unui clasificator liniar, acceptând unele erori de clasificare  - “optimizarea erorilor” 

- Utilizarea unui clasificator neliniar – abordările pot fi deterministe sau nu (de exemplu o reţea 

backpropagation).   

- Utilizarea unui clasificator liniar, într-un spaţiu de dimensiune mai mare în care au fost 

transferate (transformate) datele de instruire (de intrare) 

Desigur, cea de-a treia variantă e de preferat, dacă găsim o transformare adecvată - e.g: 

  

Fig. I.7.1_6  O transformare care dă posibilitatea clasificării liniare 

 

În continuare, prezentăm pe scurt un clasificator neliniar foarte eficient.  

 

 * Clasificarea cu arbore de decizie (‘decision tree classification’) 

Acest tip de clasificare are două avantaje importante: 

1. converge chiar dacă spaţiul trăsăturilor nu e liniar separabil 

2. nu trebuie testată fiecare clasă  – avantaj mare când avem multe clase 
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Fie  )(ikµ  si )(ikσ  media și deviaţia standard, calculate pentru o serie de K observaţii 

independente, i  corespunzând trăsăturii observate. Definim caracteristicile prototipurilor 

mediate şi normalizate ale claselor ca 
)(

)(
)(

i

i
iz

k

k
k

σ

µ
=  şi matricea corespunzătoare Z = 


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Algoritm: 

1) Din Z obţinem Z’ aranjând crescător pe linie 

2) Găsim distanţa maximă D între elementele unei linii. Fie l linia pe care s-a găsit această 

distanţă.  

3) Obţinem matricea Z” din Z’, tăind virtual matricea Z’ la mijlocul distanţei D. “Tăind virtual”, 

pentru că în Z” linia l rămâne aceeaşi ca în Z’, dar coloanele se modifică astfel încât în Z” să am 

pe coloană numai prototipuri de forma kz     

4) Repetă 1) şi 2) pentru cele două matrici care se obţin din Z” prin tăierea, de data aceasta, 

“nevirtuală”, în locul însemnat la 2). Se repetă atâta timp cât matricile rezultate din Z” au mai 

mult de o coloană. 

Exemplificăm cu următorul Z: 

. 
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Aplicând 2), distanţa maximă D se obţine pe lina a doua, D=8, distanţa între 48 și 56. Vom tăia 

între aceste elemente, mijlocul fiind media lor, T1 =52.  Refăcând coloanele astfel încât să 

reprezinte prototipuri obţinem Z” =  

 

Deja am facut o clasificare după pragul T1 al lui z(2), urmând să rafinăm. Întâmplator, nu mai e 

nevoie să continuăm algoritmul decât cu una din cele două matrici rezultate, cu matricea-coloană 

(6,56) am terminat. Arborele de decizie va cuprinde ca primă condiţie ‘if ( z(2) > T1 ), urmând 

ca prin repetarea paşilor 1) şi 2) să determinăm celelate condiţii suplimentare. 

 

I.7.1.2. Reţele neurale 

 

În general, când procesul de învăţare nu e atât de simplu ca în cazul tehnicilor de potrivire sau de 

clasificare statistică optimă, vorbim de antrenament (‘training’), formele din care se învaţă 

constituind un ‘set de antrenare’. Clasificatorul de tip reţeaua neurală nu impune estimări iniţiale 

ale funcţiilor de decizie – în realitate, de multe ori, acestea pot fi riscante – , funcţiile de decizie 

fiind obţinute în urma unui antrenament laborios, folosind în paralel mai multe elemente 

nonliniare de procesare: neuronii. 

Interesul pentru reţele neurale a început în anii ’40, odată cu modelarea echipamentelor cu 

praguri binare şi a algoritmilor stochastici (Pitts & Mc Culloch, în 1943). În anii ’50 şi ‘60, 

‘learning machines’ introduse de Rosenblatt au “sedus” multă lume din domeniul teoriei şi 

practicii CI. S-a dovedit matematic că aceste maşini, numite şi perceptroni, antrenate cu seturi 

liniar separabile, adică separabile printr-un hiperplan, converg către soluţie după un număr finit 

de paşi. Valabilitatea teoremei învăţării perceptronilor, a lui Rosenblatt (1962), demonstrează că 

perceptronii pot învăţa orice poate fi reprezentat.  

Observaţie: E important de făcut distincţia între reprezentare şi învăţare. Reprezentarea se referă 

la abilitatea perceptronului (sau a altor reţele) de a simula o funcţie specifică. Învăţarea reclamă 










56|48423528

6|7201612
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existenţa unei proceduri sistematice de ajustare a ponderilor din reţea, pentru a produce acea 

funcţie. 

A urmat o dezamăgire în urma nepotrivirii perceptronului cu majoritatea problemelor practice de 

clasificare. În 1984 Simon a publicat o lucrare despre perceptron care se intitula “Naşterea şi 

moartea unui mit”. Dar în 1986, Rumelhart, Hinton şi Williams au “resuscitat” perceptronul cu 

mai multe straturi (‘multilayer’): deşi algoritmul de antrenare pentru acest tip de reţea neurală nu 

converge, ca în cazul perceptronului cu un singur strat, o metodă generală, numită ‘generalized 

delta rule for learning by backpropagation’, a fost folosită cu succes în multe probleme practice. 

 Neuronul 

În cazul neuronului fără memorie, fiecare intrare e multiplicată cu o pondere corespunzătoare, şi, 

apoi, toate rezultatele sunt însumate pentru a determina nivelul de activare al neuronului (a): 

 

 

Fig. I.7.1_7  Structura neuronului 
fără memorie 

 

 

Funcţia Y = f (a) e o funcţie liniară care poate fi de tipul limitare hardware, prag logic (folosită 

iniţial de Pitts & Mc Culloch), sigmoidă, simetrică sau nu, sau chiar funcţia identică.  

Pentru recunoaşterea a numai două clase poate fi suficient numai un neuron – perceptronul iniţial 

(cea mai simplă reţea neurală) se reducea la schema din Fig. I.7.1_7 funcţia de activare fiind de 

tip prag. Îmbogăţind forma de intrare cu o trăsătură \��
 � 1 (‘augmented pattern vector’) şi 

notând cu Z��
 pragul corespunzător acestei trăsături, putem scrie vectorial funcţia de decizie: 

W�N� � 8Z�\� ��
�(
 Z��
 � mN 
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Ceea ce reprezintă o clasificare liniară, primele n ponderi stabilind orientarea hiperplanului de 

separare între cele două clase (pentru Z[ � 0 acest hiperplan e paralel cu axa Oj), Z��
 fiind 

proporţională cu distanţa de la originea O la hiperplan. Semnul produsului scalar mN stabileşte 

clasa: mN a 0 R N + 71, altfel N + 72.   

 * Algoritm tipic de antrenare (determinare a ponderilor) pentru clasele liniar separabile C1 şi 

C2: 

Presupunem că ştim: apartenenţa formelor de antrenare X la C1 sau C2  

- iniţializare (pas 1): W(1) = valori iniţiale eventual nearbitrare, X(1) = prima formă din set 

- pas k: 

Fie c o constantă reală (o vom folosi de mai multe ori în cele ce urmează). 

> calculează D12 �  Wo�k� X�k� 
> dacă � D12 p 0 şi Y�k� + C1 �: W�k � 1� � W�k� � c X�k� (D12 va creşte cu jYN�*�Y) 

> dacă � D12 a 0 ş4 Y�k� + C2 �: W�k � 1� � W�k� � c X�k� (D12 va scade cu jYN�*�Y) 

    altfel W�k � 1� � W�k�  
Observaţii: 

- Următorul X(k) va fi următoarea formă de intrare – aceste forme nu se schimbă - algoritmul le 
ia ciclic (după ultima formă va urma prima) la rând până nu mai trebuie modificat W. 

 - jvTlwkTwk j trebuie să ~ie strict pozitivă 

 * Algoritm tipic de antrenare cu (Least Mean Square/Widrow-Hoff) ‘delta rule’ pentru clase 

care nu sunt liniar separabile (cazul majoritar întâlnit în practică): 

Considerăm funcţia criteriu: 

                                           ��m� � 
� �g � mXN�� 

, r fiind răspunsul doritG 1,   N + 71�1, N + 72K 
��m�, ca diferenţă între răspunsul dorit şi cel actual, trebuie minimizată la fiecare pas de 

antrenare.  
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Impunând ca algoritmul să conveargă ( ��m� să îşi atingă minimul şi W să nu mai varieze), 

folosind şi ideea de minimizare a variaţiei de la algoritmul anterior, ajungem prin deducţii 

succesive la  

∆m � j i�*� N�*�    (‘delta rule’), 

unde am notat ∆m A m�* � 1� � m�*� şi eroarea de clasificare i�*� A g�*� � mX�*�N�*�. 
Acesta e ‘delta correction algorithm’, constanta pozitivă c fiind ‘magnitudinea corecţiei’. 

Obţinem stabilitatea algoritmului pentru j + �0; 2�; în general se ia j + �0,1; 1�.  
Dacă clasele sunt separabile, algoritmul ‘delta rule’ nu garantează un plan separator între clase. 

Această incertitudine e preţul folosirii unui algoritm care converge atât în cazurile separabile cât 

şi în cazurile neseparabile.   

Metodele de clasificare cu reţele neurale sunt relativ limitate, în ciuda faptului că încearcă să 

imite reţele neurale prezente la om. Practica a dovedit că succesul major al inteligenţei artificiale 

se leagă de ‘soft computing’, de teoria fuzzy - vezi subcapitolul II.2, aceasta fiind o “imitare” 

mai realistă a gândirii umane. Chiar folosind funcţii de activare neliniare între straturi, vezi 

principiul algoritmului de antrenare back-propagation reţelele  neurale artificiale s-au dovedit 

departe de a concretiza “speranţele” cu care erau investite la apariţia lor. 

 

 

I.7.2. Clasificarea nesupervizată (clustering)  

 

Această abordare încearcă să identifice clustere, altfel spus, grupări de forme în spaţiul 

trăsăturilor. Prin cluster înţelegem un set / nor de puncte în spaţiul trăsăturilor în interiorul căruia 

densitatea de puncte=forme e mare comparativ cu punctele vecine clusterului. Tehnicile de 

grupare sunt generale, folosindu-se de exemplu şi la comprimare sau segmentare. 

Gruparea formelor în clase pleacă de la definirea în spaţiul N-dimensional al formelor a unei 

măsuri de similaritate. Măsuri de similaritate uzuale sunt produsul scalar, distanţa euclidiană (! 
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în sensul minimizării ei) şi corelaţia normalizată (vezi secţiunea “Potrivirea şi detecţia 

formelor|Potrivirea pe baza corelării”).  

Iniţial, se formează (a priori) partiţii în spaţiul formelor (clustere) suficient de distincte. Apoi, în 

funcţie de similaritatea fiecărei formei cu clusterele se unesc clustere sau se adaugă forma la 

cluster. Procedura se repetă până când clusterele nu se mai modifică sau e satisfăcut alt criteriu 

de convergenţă. 

 

 Metoda lanţ (‘chain’)  

Algoritm: prima formă mostră e desemnată ca reprezentând cluster1. Măsura de similaritate a 

următoarei forme se va calcula faţă de acest reprezentant. Dacă această distanţă e sub un anumit 

prag, forma se include în cluster, altfel ea va reprezenta al doilea cluster. Procesul continuă pâna 

când au fost epuizate toate formele, în încercarea de a le atribui vreunuia din clustere. Avantajul 

e clasificarea într-un singur pas, dezavantajul e că trebuie ştiut a priori pragul ales pentru a 

clasifica toate formele. 

 

 Metoda iterativă  (‘c-means’) 

Algoritm: presupunem că ştim numărul K de clase / clustere / partiţii. Partiţionarea se face astfel 

încât împrăştierea medie sau varianţa în partiţie sunt minimizate. Fie )(nkµ centru cluster-ului k 

la a n-a iteraţie. 

 

Iniţial, )0(kµ  primeşte valori arbitrare. La a n-a iteraţie forma Xi e asimilată în clusterul de al 

cărui centru e cea mai apropiată – în sensul maximizării măsurii de similaritate, e.g., a 

minimizării distanţei euclidiene d : 

)](,[min))(,(
..1

nxnxdCx kji
Kj

kiki µµ
=

=⇔∈
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Se recalculează centrul clusterului care a primit ix  alegându-se punctul (forma) care minimizează 

suma distanţelor de la el la celelate puncte/forme din cluster. 

Procedura se repetă până când clusterele rămân neschimbate. 

Observaţie: Dacă ştim numărul de clase / clustere, pornim cu o valoare mare pentru K şi apoi 

putem unifica după o măsură de similaritate între clustere. 

 - Avantaje: simplitate, viteză, se minimizează varianţa intracluster 

 - Dezavantaje: rezultatele depind de partiţionarea iniţială, NU se garantează că se minimizează 

varianţa globală 

 

 

I.8. Domeniul probabilistic 

 

I.8.1. Statistici de ordinul 1 / Trăsăturile de histogramă 

 

I.8.1.1. Momente 

 

Histograma  e statistica de ordinul 1 a imaginii, cu alte cuvinte densitatea de probabilitate a 

variabilei aleatoare u reprezentând nivelul de gri (presupunem imagini în scară de gri).  

elinrTotalPix

xriNivelulDeGnrPixeliCu
xuateaprobabilitxp

def

u

=
=== )()(

 

Pe baza lui )(xpu  se definesc momentele de grad i: 
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∑
−

=

==
1

0

)(][
L

x
u

ii
i xpxuEm , unde L e numărul de nivele de gri. 1m  e media (m), 2m  e valoarea 

medie patratică (‘Root Mean Square’) sau energia medie. 

Momentele centrate (în jurul mediei) de grad i:  

∑
−

=

−=−=
1

0
11 )()(])[(

L

x
u

ii
i xpmxmuEµ

 

Evident 01 =µ . 2µ  se numeşte varianţa şi se mai notează cu <�, < fiind deviaţia standard. 

�_ se numeşte coeficient de variaţie şi poate fi folosit pentru separarea semnalelor cu medii mult 

diferite între ele, dar şi de 0. Coeficientul de variaţie poate fi văzut ca inversul marimii SNR 

(Signal to Noise Ratio) definită ca raportul dintre puterea semnalului (informaţie cu semnificaţie) 

şi cea a zgomotului (semnal nedorit); SNR în sensul de senzitivitate a unui sistem de formare a 

imaginii se defineşte ca raportul dintre semnal şi fundal conform  formulei 

�LM � �������'����������������  pentru un o fotografie relevantă, e.g., a Lunei (semnalul) pe timp de 

noapte (fundalul). 

3µ e oblicitatea (‘skewness’), 4µ e o măsură a platitudinii (kurtosis). 

Fig. I.8.1_1 Oblicitatea ca măsură 
a asimetriei distribuţiei de 
probabilitate a unei variabile 
aleatoare 

 

 

Observaţie: Mai sunt şi alte măsuri ale oblicităţii. Karl Pearson a propus măsurarea acesteia pe 

baza celei mai frecvente realizări / valori a variabilei aleatoare (‘mode’), a mediei şi deviaţiei 

standard: �9 � 9vSi�/<. Mai eficient ca effort de calcul, s-a definit oblicitatea ca (nrRealizări-

mai-mari-ca-m  - nrRealizări-mai-mici-ca-m) / nrTotalRealizări. Aceste simplificări, ca şi 

aplicarea formulei teoretice, pot fi foarte utile pentru probleme concrete.  
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Momentele absolute se definesc considerând modulul termenilor de însumat(� 1mx − �). 
Se pot defini şi momentele standardizate de ordin k, prin normalizarea faţă de deviaţiei standard: 

de forma �1/<1. acestea sunt scalari (nu au dimensiune, aşa cum au momentele prezentate mai 

sus), �1 fiind polinoame omogene de ordin k, cu �1�j \� � j1�1�\�. Primele două momente 

standardizate sunt constante (0 şi 1), al 3-lea si al 4-lea au aceeaşi semnificaţie ca în cazul 

momentelor centrate.  

Proeminenţa (negatul platitudinii) e un fel de varianţă extremă. Dacă în lucrarile mai vechi se 

foloseşte momentul standardizat de ordin 4, mai nou se scade 3 din acest moment pentru a 

asigura o proeminenţă aproape nulă pentru o distribuţie normală de probabilitate.  

Alternativ momentelor se pot folosi cumulanţi (Kn de ordin n) definiţi printr-o funcţie 

generatoare – aceştia au proprietatea intresantă că, pt două variabile aleatoare independente X şi 

Y, Kn(X + Y) = Kn(X) + Kn(Y). 

Entropia se defineşte ca: 

∑
−

=

−=−=
1

0
22 )(log)(]log[

L

x
uuu xpxppEH

  

În cazul 2D, se practică măsurarea acestor trăsături într-o fereastră. Termenul de fereastră are 

aceeaşi semnificaţie cu fereastra folosită în cazul filtrării. 

 

I.8.1.2. Exemplu practic: caracterizarea unei texturi 

 

Uneori se poate caracteriza o textură prin momente – varianţa σ�  ar corespunde unei măsuri a 

fineţii relative a texturii; sau putem folosi M � 1 � 

��
 + ?0,1� care se  anulează în cazul unei 

regiuni uniforme şi tinde la 1 pentru o varianţă foarte mare (putem normaliza şi σ� prin 

/��9k\ � �94T��, � �44TS T4�iheh Si �g4.  
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Caracterizarea statistică a texturilor prin momente nu e suficient de precisă – conform  [JP SC] s-

au găsit “texturi distincte perceptual, dar cu momente identice până la ordinul 5.” Momentele de 

ordin cel puţin 5 nu sunt legate vădit de forma histogramei, dar pot prezenta informaţie adiţională 

pentru discriminare între texturi. 

Au fost definite două măsuri duale ale texturii bazate pe histograma h(i): �T4�vg94wkwik � �
 ∑ ��4��  + ?
& , 1@ 
�Twgv�4k � �  � ∑��4�lg ��4�  + ?0, lg .@   
Conform definiţiei, statistica de ordinul 1 nu dă informaţii referitoare la poziţia relativă a 

pixelilor de diferite intensităţi – pot avea aceeaşi histogramă pentru imagini net diferite [CV 

MC1]. 

 

I.8.1.3.Covarianţă şi corelaţie 

 

Presupunem clare noţiunile de medie şi varianţă a unei variabile aleatoare. 

Varianţa unei variabile aleatoare e nulă R variabila aleatoare e constantă. 

Covarianţa  generalizează varianţa, luând în considerare două variabile aleatoare: varianţa e 

cazul special al covarianţei când cele două variabile aleatoare coincid.  

Expresia matematică a covarianţei pentru două variabile aleatoare x şi y cu valori (numere) reale, 

cu varianţa finită e: 

cov(x,y) = E[(x - Mx)(y – My)] = E(x y) – E(x) E(y),  

Mx = E(x) şi My = E(y) fiind mediile (‘expectation’) celor două variabile aleatoare. 

Presupunem cazul multidimensional al variabilei aleatoare N + ¡], adică X e un vector N x 1: 

N � �\1, \2,… , \L�X 

Atunci matricea de covarianţă a lui X e dată de ��[ �  jv��\4, \c�  
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Ilustrăm mai jos trecerea de la 1-D la N-D pentru o distribuţie (densitate) normală de 

probabilitate. 

Distribuţia normală de probabilitate a unei variabile aleatoare unidimensionale: 

¢�\� � 1<√2¤ i'¥��'_�
��
 ¦
 

unde m şi < sunt media şi respectiv dispersia variabilei aleatoare. 

Pentru cazul multidimensional N + ¡], mediei 1-D Mx, definită ca mai sus,  îi corespunde 

vectorul (N x 1) medie   §O � �§\1,§\2,… ,§\L�X , iar dispersiei:  

matricea (N x N ) de covarianţă   �O � �¨�N � §O��N � §O�X©. 
Densitatea de repartiţie normală multidimensională e: 

Φ�N� � 1�2¤�]/� ?det��O�@
/�  exp ¥� 12 �N � §O�X�O'
�N � §O�¦ 
Observaţie: Dacă luăm E ca operator medie  $      �O � 
]­ ∑ N NX � O §O§OX, 

LO fiind numărul de realizări ale lui X. 

Matricea   �O e reală şi simetrică pentru variabilele aleatoare cu care lucrăm noi 

(evenimentelor/măsurătorilor/realizărilor le sunt asociate numere reale). Conform teoriei algebrei 

liniare, orice asemenea matrice e diagonalizabilă şi (deci) inversabilă. 

Distribuţia gaussiană N-D a lui X se reduce la produsul distribuţiilor gaussiene 1-D pentru 

fiecare componentă a lui X (xi, i = 1… N) când matricea de covarianţă a lui X e diagonală, adică 

componentele lui X sunt decorelate (ceea ce se poate face aplicând transformarea Hotelling). 

 

I.8.1.4.Folosirea componentelor principale în cadrul Transformării Hotelling (sau KLT) 

 
Există mai multe descompuneri ortonormale ale unui proces stochastic: dacă procesul e indexat 

pe [a,b], orice bază ortonormală din L2[a,b] realizează o asemenea descompunere. Transformarea 
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Karhunen–Loève (KLT, căreia i se mai spune şi Transformarea Hotelling, sau ‘Principal 

Component Analysis’ (PCA) ), furnizează cea mai bună bază în sensul minimizării erorii 

pătratice medii. Dacă în seriile Fourier coeficienţii descompunerii sunt numere reale şi funcţiile 

de bază sunt sinusoide, în KLT ei sunt variabile aleatoare şi depind de proces - funcţiile de bază 

se determină calculând funcţia / matricea de covarianţă. 

KLT: Un proces stochastic {Xt}t + [a, b] cu media nulă (dacă nu îndeplineşte această condiţie, 

considerăm  procesul (Xt - E[Xt])), satisfăcând unele condiţii de continuitate tehnică (uşor de 

îndeplinit în realitate), admite descompunerea: 

)(
1

teZX k
k

kt ∑
∞

=

=
         (*) 

, unde Zk sunt perechi de variabile aleatoare necorelate şi funcţiile ek sunt sunt funcţii continue 

cu valori reale pe [a, b], ortogonale două câte două pe L2[a, b]. Putem spune că (*) dă o 

descompunere bi-ortogonală deoarece coeficienţii Zk sunt ortogonali în spaţiul probabilităţilor, 

adică decorelaţi, în timp ce funcţiile de bază ek sunt ortogonale în domeniul temporal / spaţial. 

Mai mult, dacă procesul e gaussian, variabilele aleatoare Zk sunt gaussian şi independent 

stochastice.  

Se pune problema decorelării componentelor/trăsăturilor unei descrieri. De exemplu, atunci când 

lucrăm cu pixeli reprezentaţi prin componentele / canalele (R,G,B), pentru relevanţa acestor 

canale ne interesează ca informaţia conţinută de ele să fie cât mai decorelată. 

Presupunem că avem o descriere dată printr-un vector X (N x 1) al trăsăturilor – o variabilă 

aleatoare multidimensională, e.g., culoarea (R,G,B) a unui pixel. Ştim că matricea de covarianţă 

a lui X, �O, e reală şi simetrică, diagonalizabilă la: 

�O � ®X �¯ ® 

, ® fiind o matrice (N x N) formată din vectorii proprii ortonormali ai lui �O.  

�¯ � S4k���
, ��, … �]� e o matrice cu toate elementele nule, afară de cele de pe diagonală, care 

sunt chiar valorile proprii ale lui �O. �¯ are aceleaşi valori proprii ca �O. 
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Transformarea Hotelling: ° � ®�N � §O�, §O fiind vectorul medie corespunzător variabilei 

aleatoare N-D X şi ® fiind matricea de mai sus, cu precizarea că vectorii proprii (ortonormali) ai 

lui �O sunt ordonaţi în sensul descrescător al valorii proprii corespunzătoare şi puşi de la prima 

linie la ultima linie în matricea ® (pe prima linie se află vectorul propriu corespunzător celei mai 

mari valori proprii).  

Această transformare creează o variabilă aleatoare N-D, Y, cu proprietăţile: 

 - media nulă: §¯ � 0 

 - componentele decorelate: conform  teoriei algebrei liniare matricea de covarianţă a lui Y e 

chiar �¯  de mai sus   

 - reconstrucţie: N � ®X° � §O 

Presupunem că nu folosim toţi vectorii proprii ai lui �O pentru a forma matricea transformării  

Hotelling: din cei N folosim K. $ 9kwg4jik wgkTl�vg9ăg44  ±vwihh4T� ®²V \ L  $ 

reconstrucţia nu va mai fi exactă: N³ � ®²X° � §O  

Se poate arăta că eroarea medie pătratică (‘mean square’) între N şi N³ e: 

i_! � 8��
]

�(
 � 8��
²

�(
 � 8 ��
]

�(²�
  

De aceea am ordonat descrescător valorile proprii ��. 
Prin KLT, imaginile de bază, care sunt vectorii proprii (‘eigen’) ai matricei de covarianţă a 

procesului stochastic, se numesc imagini proprii (‘eigenimages’). Dacă  concentrarea  energiei 

lucrează bine, e nevoie doar de un număr limitat de imagini proprii pentru a  aproxima 

satisfăcător imaginile de intrare. 

KLT  se foloseşte rareori în practică în forma sa originală, deoarece nu e o transformare 

separabilă, având o complexitatea O(N4). În practică se folosesc  aproximări suboptimale pentru 

KLT, cu implementare eficientă – cea mai folosită e   Transform Cosinus Discretă care lucrează 
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bine pe semnale foarte corelate. Pentru a recunoaşte forme complexe, e.g., feţe, trebuie 

considerate porţiuni mari dintr-o imagine ceea ce însemnă un efort computaţional prea mare. 

Soluţia e să  reducem dimensiunea adaptând KLT la un set specific de imagini, astfel încât să 

păstrăm caracteristicile discriminatoare în vederea  recunoaşterii formelor. 

Fig. I.8.1_2 ‘eigenfaces’ 
(‘eigenimages’) obţinute de 
MIT Media Lab în urma 
reducerii la o dimensiune J = 
8, dintr-un set de antrenare cu 

500 de vederi frontale conform  [eig img] 

Metoda cu imagini proprii maximizează dispersia în subspaţiul liniar corespunzător întregului set 
de intrare, indiferent de task-ul de clasificare. Analiza cu Discriminanţi Liniari (LDA) şi 
Discriminarea Liniară  Fisher (FLD) sunt metode care maximizează dispersia între clase, 
minimizând dispersia în clase (ceea ce poate fi un avantaj, e.g., în cazul când diferenţele datorate 
iluminărilor variate sunt mai mari decât diferenţele între feţe), pe baza unor vectori proprii 
generalizaţi, adică corespunzători celor mai mari valori proprii. 

             
      

 

 

Fig. I.8.1_3  Exemplu 2D conform  [eig 
img]: Elementele a două clase proiectate pe 
un subspaţiu 1D folosind KLT şi FLD 
(LDA). PCA păstrează energia maximă, dar 
cele două clase se disting mai greu. FLD 
separă clasele alegând un subspaţiu 1D mai 
bun 
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I.8.2. Statistici de ordinul 2. Studiu de caz: texturi  

 

Atributul de textură poate fi asociat multor categorii de obiecte: materiale textile, aliaje, roci, 

vegetaţie, piele etc. Textura presupune o configuraţie “mixată” – în afară de cazurile banale, e.g., 

o tablă de şah, ea nu poate fi defintă ca o combinaţie de regiuni uniforme, precizând culori sau 

contururi. Abordarea deterministă care se referă la repetarea spaţială a unui motiv de bază, 

alcătuit din elemente de textură (‘texeli’), o menţionăm doar, referindu-ne la abordarea mai 

generală – cea statistică. De cele mai multe ori, la o scară dată, textura are acelaşi aspect, 

indiferent de subregiunea avută în vedere -> textura poate fi defintă prin uniformitatea spaţială a 

unor invarianţe relative, calculate statistic.  Astfel, putem considera textura ca realizare 

particulară a unui proces aleator staţionar. O altă ipoteză pe care o considerăm, e aceea a 

ergodicităţii: procesul aleator poate fi caracterizat de un număr finit de stări. 

Statistica de ordin cel puţin 2 ia în calcul şi poziţia relativă a pixelilor. Statistica de ordin 2 are în 

vedere probabilitatea de apariţie a unei perechi de valori ale intensităţii pixelilor. 

 

I.8.2.1. Matricea de coocurenţă 

 

Probabilităţile conjugate de ordinul 2 (second order joint probabilities)  se definesc astfel: 

echiPixelinrTotalPer

xuxuixeliCunrPerechiP
xuxuateaprobabilitxxp uu

2211
22112,1.

,_
),()(

21

==
====

 

Pe baza acestor probabilităţi se construieşte matricea de coocurenţă, măsură a probabilităţii de 

apariţie a unei perechi de valori (intensităţi). Pentru un vector de translaţie spaţială t, şi două 

nivele de gri a şi b, f fiind imaginea şi r vectorul de poziţie al unui pixel, această matrice e 

definită în [Vertan & Ciuc, 2007, p. 142] 
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§ ?k, ´@ � P"��¨��,�� �+� � �| ¶���(" ·  ¶��� �(¸©P"��¨��,�� �+� � �| ©     
Observaţii: 

- matricea de coocurenţă verifică condiţia de normare ∑ ∑ § ?k, ´@ � 1¸"  

- în practică nivelul de gri se poate reduce, e.g., de  la 16 biţi la 8 biţi $ se modifică şi §  
- având în vedere influenţa lui t, s-a propus folosirea unei matrici de coocurenţă care să facă o 
medie a influenţelor [Vertan & Ciuc, 2007, p. 143]:  

§?k, ´@ � 14 º§�),
�?k, ´@ � §�
,)�?k, ´@ � §�),'
�?k, ´@ � §�'
,)�?k, ´@» 
 

 

Fig. I.8.2_1 Reprezentarea matricei de coocurenţă 
pentru 3 tipuri de imagini [Gonzalez  & Woods, 
2008, p. 833-834]– se observă că matricea (randul 
de jos) prinde gradul de “dezordine” din imagini   

 

 

Asemănător statisticii de ordinul 1, au fost definiţi mai mulţi parametri statistici pe baza matricei 

de coocurenţă: 

Uniformitatea (energia)  � � ∑ ∑ § �?k, ´@  +  ?0,1@¸"  

Entropia ± � �∑ ∑ § ?k, ´@¸" h�§ ?k, ´@  +  ?0,2 lg .@ , L fiind numărul nivelelor posibile de 

gri 

Contrastul   7 � ∑ ∑ �k � ´��§ �?k, ´@  +  ?0, �. � 1��@¸" ;  

Omogenitatea ¼ � ∑ ∑ 

���'[�
 § ?k, ´@  +  ½ 

��&'
�
 , 1¾¸" , favorizându-se contribuţiile 

valorilor apropiate de valorile de pe diagonala principală a matricei de coocurenţă. 

Se poate folosi şi o măsură a repetării intensităţii pe direcţia t:   W � ∑ § ?k, k@"  
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Putem vorbi şi de o corelaţie pe baza matricei de coocurenţă. Pentru comoditatea notaţiilor în loc 

de  § ?k, ´@ vom scrie Pij. Mai întâi se definesc mediile: 

- pe linii 9� � ∑ 4 ∑ Pij[�   

- pe coloane 9� � ∑ c∑ Pij�[   

Apoi varianţele: 

<� � 8�4 � 9��8Pij[�  

şi  

<� � 8�c � 9��8Pij�[  

Corelaţia, adică covarianţa normalizată, corespunzătoare este: 

� � 1<�<� 88�4 � 9���c � 9��[�  

 

 

I.8.3. Clasificarea statistică 

 

I.8.3.1. Clasificatori statistici optimi 

 

Acești clasificatori estimează astfel încât să avem cele mai mici erori de clasificare 

Notăm: 

5�71� � �gv´k´4h4wkwik k�g4vg4jă k jhkli4 7* 

5�N� � �gv´k´4h4wkwik k�kg4ț4i4 �vg9i4 N 
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5�71/N� � �gv´k´4h4wkwik jk Skwă �44TS �vg9k N lă �4i îT jhklk 7* 

5�N/71� � �gv´k´4h4wkwik jk Skwă �44TS jhklk 71, �vg9k N lă î4 k�kgț4Tă  
.�[ � �4igSigik�ÁhvllÂ�ji k�ijwikÃă �gvjileh Si jhkl4�4jkgi jâTS v �vg9ă S4T 7�  

 i jhkl4�4jkwă jk �44TS S4T 7 [ (.[[ � 0) 

Pierderea medie (‘conditional average risk’) pentru N + 7[, X putând fi in orice clasă, e:  

h[�N� �  8.1[
²

1(
  5�71/N� 
Cu formula lui Bayes (“formula cauzei”) : 5�� Å Æ� � 5��/Æ�5�Æ� �  5�Æ/��5��� $  

h[�N� � 15�N� 8.1[
²

1(
  5�N/71�5�71� 
Decizia de clasificare se ia pe baza riscului minim de eroare, deci conform  regulii: 

N + 71 R h[�N� 94T49, c � 1…V 

Probabilitatea 5�N� e aceeaşi pentru toate funcţiile de risc condiţionat $ decizia:  

N + 71 R 8.1[
²

1(
  5�N/71�5�71�  94T49, c � 1…V 

(Acest clasificator se numeşte Bayes) 

Cu o funcţie de pierdere .�[ binară (simetrică), adică .�[ � 1 � Ç�[, $ decizia:  

N + 71 R �eTjț4k S4ljg494TkTw W1�N� � 5�N/71�5�71�  9k\49, c � 1…V (FDB) 

Altfel scris: N + 71 R  È � É�O/PQ�É^O/PÊ` a É^PÊ`É�PQ�   , bc � 1…V, c d *, È numindu-se raportul de 

verosimilitate. 
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 Metode parametrice de clasificare statistică 

În cazul metodelor parametrice se presupun cunoscute caracteristicile statistice ale formelor de 
intrare, adică densitatea de probabilitate pentru fiecare clasă şi probabilităţile apriorice ale 
claselor. Cel mai des, sistemele reale sunt descrise de legea normală (gaussiană). Pentru cazul 

unidimensional avem distribuţia (densitatea) de probabilitate gaussiană: ¢�\� � 
�√�Ë i'¥�ÌÍ��

Î
 ¦
 

, unde m şi < sunt media şi respectiv dispersia variabilei aleatoare cu distribuţie normală.  

Presupunem că vrem să clasificăm forme 1D în condiţiile existenţei a doar două clase 
echiprobabile, adică 5�7
� � 5�7�� � 1/2  în interiorul cărora distribuţia formelor e normală: 

 

Fig.7.  Clasificator Bayes pentru forme 
1D, distribuite normal în interiorul a 
două clase echiprobabile [Gonzalez  & 
Woods, 2008, p. 875] 

 

 

 

 

Separarea in acest caz se poate face prin verticala care trece prin \). Dacă clasele nu sunt 
echiprobabile – să presupunem că 5�7
� a 5�7��, abscisa separatoare \) se va “muta” către 
clasa mai puţin probabilă. La limită, dacă 7� e “imposibilă”, \) $ �∞. 

Funcţia discriminant W1�N� � 5�N/71�5�71� (conform  relaţiei (FDB) de mai sus) se poate 

logaritma, întrucât aplicarea logaritmului nu schimbă monotonia 

 W1�N� � lg?5�N/71�@ � lg?5�71�@    (FDBL) 

Pentru cazul multidimensional, N + ¡], mediei unei clase k îi corespunde vectorul medie (N x 

1)  §1 � �1¨N©, iar dispersiei matricea de covarianţă (N x N )  �1 � �1¨�N � §1��N � §1�X©. 
Densitatea de repartiţie normală multidimensională este: 

5 ÐN71Ñ � 1
�2¤�]�  ?det��1�@
� exp ¥�12 �N � §1�X�1'
�N �§1�¦  
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Renunţând la termenii independenţi de clasă, cu relaţia (FDBL) de mai sus $ 

 W1�N� � lg?5�71�@ � 12 �N � §1�X�1'
�N � §1� � 12 lg?det��1�@  

Aceasta e funcţia de decizie la clasa 71 a formei N, în cazul unui clasificator Bayes cu o funcţie 

de pierdere binară (0-1) şi a unei distribuţii normale a formelor în interiorul oricărei clase.  

 W1�N� e o hipercuadrică – $între fiecare două clase se va plasa o hipersuprafaţă de separare (ca 

diferenţă între funcţiile de decizie corespunzătoare claselor). 

În practică, aplicarea formulei de mai sus se face în condiţiile unor presupuneri simplificatoare. 

Dacă matricea de covarianţă e aceeaşi pentru fiecare clasă, adică �1 � �, eliminând termenii 

independenţi de clasa (k):  W1�N� � lg?5�71�@ � 
�  §1X�'
§1 � NX�'
§1, 

 ceea ce înseamnă că separatorul va fi un hiperplan. 

Dacă, în plus, clasele sunt echiprobabile şi � � �]:  W1�N� � NX§1 � 
�  §1X§1 

am “picat” peste decizia pentru clasificatorul de distanţă minimă. Să mai observăm că în acest 

din urmă caz clasele sunt ca nişte nori sferici de aceeaşi dimensiune, separarea lor, doi câte doi, 

făcându-se prin hiperplane mediatoare segmentelor ce unesc centrelor norilor. 

Una dintre cele mai de succes aplicaţii practice ale clasificatorului Bayes e percepţia la distanţă 

(‘remote sensing’)  prin captarea de imagini multispectrale din nave/staţii/sateliţi spaţiali. 

Imaginile pot fi “fotografii” ale unor terenuri, păduri, zone de trafic, calităţii apei, evoluţiei unor 

maladii etc. Cantitatea imensă de date astfel culese recomandă analiza/clasificarea automată.   

Să nu uităm însă că gradul de optimalitate al clasificării e proporţional cu adecvarea la realitate a 

probabilităţilor presupuse: probabilitatea fiecărei clase şi a formelor în fiecare clasă. Domeniul 

probabilistic, deșșșși poate “veni” cu informațțțții în plus fațțțță de cel spațțțțial, nu încurajează 

folosirea intuițțțțiilor, a adaptărilor pentru o rezolvare cât mai adecvată a unor probleme mai 

complexe de clasificare. 
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II§ Separabilitatea claselor 

 

 

 

II.1. Descompunere ortogonală  cu Unde şi Undine 

 

 

Putem vedea descompunerea ortogonală a semnalelor în Domeniul Frecvenţă ca pe o clasificare 

conform  asemănării / compatibilităţii semnalului cu fiecare din undele în care descompunem  

semnalul – cu cât coeficientul din descompunerea Fourier este mai mare, cu atât semnalul este 

mai compatibil cu “clasa” undei corespunzătoare. Aceasta e prima din observaţiile, credem 

interesante,  pe care le facem în acest subcapitol. Descompunerea ortogonală  în unde poate fi 

văzută, abstractizând, ca o partiţionare / clasificare fuzzy a semnalului printr-o metodă de 

‘clustering’. A doua observaţie a acestui subcapitol e legătura intrinsecă dintre corelaţie şi 

ortogonalitate: acestea sunt antonime perfecte – vezi [Georgescu 2, 2012]. Dacă vorbim de 

clasificare, vorbim de (gradul de) corelaţie şi, deci, (de gradul) de descompunere ortogonală. A 

treia observaţie se referă la semnificaţia principiului incertitudinii (al lui Heisenberg) privind 

invers proporţionalitatea rezoluţiei  din domeniul Timp de cea din domeniul Frecvenţă; vom 

menționa teorema eşantionării şi ‘aliasing’-ul ca efect nedorit ce afectează o partiţionare în unde 

a semnalului astfel încât să îl  putem reconstrui cu acurateţe.  
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II.1.1. Cazul tipic: Transformarea Fourier (TF) sau descompunerea în 

frecvenţă (în unde) 

 

Mai întâi vom preciza că discuţia noastră are loc în cadrul sistemelor liniare invariante în timp. 

Rezultatul fundamental al teoriei sistemelor LTI spune ca orice astfel de sistem poate fi 

caracterizat complet prin răspunsul la impuls: ieşirea sistemului e dată de convoluţia intrării cu 

răspunsul la impuls. Echivalent, un sistem LTI poate fi caracterizat în domeniul frecvenţă prin 

funcţia sa de transfer, care e transformata Laplace a răspunsului la impuls (sau transformata Y în 

cazul sistemelor discrete). Prin teorema convoluţiei se afirmă că multiplicarea prin produs 

scalar cu funcţia de transfer în domeniul frecvenţă e echivalentă convoluţiei în domeniul timp 

răspunsul la impuls.  

Sistemele LTI sunt potrivite descrierii multor sisteme importante – orice sistem care poate fi 

modelat de o ecuaţie diferenţială liniară omogenă. În +domeniul prelucrarii semnalelor, 

operaţiile de filtrare pot fi văzute ca sisteme LTI, masca filtrării fiind răspunsul la impuls. Prin 

exponenţiale complexe putem reprezenta spectrul de frecvenţă al semnalului   

Pt sistemele LTI, funcţiile proprii, şi funcţiile de bază ale transformării sunt exponenţiale 

complexe. TF poate fi văzută ca un caz special al transformării Laplace - cănd exponenţiala are 

un argument pur imaginar -, obţinându-se valorile proprii pentru unde   (sinusoide compleze) 

pure. TF pentru un semnal real f(x)  cu energie finită (L2): 

∫
∞

∞−

−= dxexfuF ixuπ2)()(
          (1)  

Comparativ cu transformarea Laplace, TF are avantajul major că e inversabilă, în unele condiţii 

(nu foarte greu de îndeplinit), f poate fi reconstruit din F prin TF inversă: 

∫
∞

∞−

= dxeuFxf ixuπ2)()(           (2) 
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F(u) sunt coeficienţii Fourier, adică ai reprezentării semnalului în domeniul Fourier (frecvenţă), 

FT mai are marele avantaj că e o transformare integrală cu nucleu separabil şi simetric: operează 

pe întreaga imagine şi, pentru o intrare 2D, putem reduce timpul de calcul aplicând numai 

transformări 1D: întâi pe linii şi apoi pe coloane (sau invers). Cu un astfel de nucleu convoluţia e 

identică corelaţiei.  

Putem vedea TF ca o descompunere ortogonală unică în funcţii simetrice. Aceste funcţii sunt 

explicite (sinusoide) şi sunt asociate frecvent conceptelor fizice de frecvenţă şi energie.   

 

 

II.1.2. Transformări de imagini. Cazul special al transformărilor unitare 

 

II.1.2.1. Transformări de imagini 

 

Putem spune că a aplica o transformare unui obiect e echivalent cu a reprezenta acel obiect în 

spaţiul transformatei. De exemplu, într-un spaţiu vectorial, scrierea unui vector sub forma unei 

combinaţii liniare a vectorilor unei baze a spaţiului, o putem vedea ca pe o trecere într-un spaţiu 

al transformatei în care reprezentarea e data de coeficienţii vectorilor bazei. În cazul 2D, această 

descompunere se poate ilustra ca în figura de mai jos: 

 

II.1.2._1 Descompunerea unei 
imagini în MxN imagini de 
bază 

 

 

 

Exemplificăm numeric descompunerea de mai sus: 
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II.1.2._2 Principiul general al descompunerii unui obiect sau de trecere din reprezentarea sa 
(cuantificată) într-un spaţiu (Aij) în alt spaţiu – al coeficienţilor descompunerii / transformării 
(Vij) Relaţia transformării se poate scrie în forma matricială Img = V x A. 

 

II.1.2.2. Transformări unitare 

 

Def) A matrice unitară : A pătratică NxN, cu elemente complexe cu 

  A
1−
 = A

T*
, * fiind operatorul de conjugare complexă  

Vom lucra cu matrice cu elemente reale, fără a restrânge prin aceasta generalitatea rezultatelor. 

Observaţie: Matricea se numeşte ortogonală dacă în relaţia de mai sus nu apare conjugarea 

complexă -> Matricele unitare cu elemente reale sunt ortogonale (cazul nostru). 

Pe baza matricelor unitare/ortogonale se definesc transformatele  unitare/ortogonale ale 

vectorilor Nx1, care nu sunt altceva decat înmulţirea la stânga cu aceste matrice. Rezumăm în 

continuare, cazurile 1D şi 2D din [Vertan & Ciuc, 2007, p. 71-76] 

 

 Cazul 1D 

Semnalul u(n) formează vectorul coloană u = [u(0) u(1) … u(N-1)]
T

 

A = a(k,n),  k,n = 0.. N-1   unitară 

Transformata lui u e: v = A u       (3)  
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Transformarea inversă  u = A
T*

v se poate scrie: ∑
−

=

=
1

0

* )(),(  u(n)
N

k

kvnka   (4) 

 

Semnificaţia unei transformate unitare poate fi înţeleasă punând în evidenţă coloanele matricei 

 A
T*

 
not

=  [a0 a1 … aN-1] 

⇒  (1) : v(k) = <ak, u>, k = 0.. N-1       (3’) 

, unde cu <.,.> e notat produsul scalar, iar (3) devine      ∑
−

=

=
1

0

)( u 
N

k

akkv   (4’) 

, deci se descompune u în baza formată de ak, coeficienţii dezvoltării lui u în această bază fiind 

chiar componentele v(k) ale vectorului transformat; aceşti coeficienţi se obţin ca produse scalare 

<ak, u>. Noua bază e ortonormală, deoarece A
T*

A = I N  . 

 

 Cazul 2D 

Analog cazului 1D, transformata unitară a unei imagini reprezintă scrierea acestei imagini într-o 

altă bază, ca o combinaţie liniară de imagini de bază. 

Din cazul 1D relaţia (3) devine in 2D: 

 
∑∑

−

=

−

=

=><=
1

0

*
1

0

),(),(Akl   UAkl,  l)V(k,
N

m

N

n

nmUnm
 , k,l = 0.. N-1  (3”) 

Akl sunt N
2

matrici NxN, formând o bază ortonormală.  

(4) devine ∑∑
−

=

−

=

=
1

0

1

0

Akl ),(  U
N

m

N

n

lkV        (4”) 

Scris pe elemente: 
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∑∑
−

=

−

=

=
1

0

1

0

),(Akl l)v(k,  n)U(m,
N

k

N

l

nm
 , m,n = 0.. N-1 

 

 Transformări unitare bidimensionale separabile 

Sunt date de: ∆) cele N
4

elemente care definesc matricele Akl(m,n) ce pot fi calculate pornind de 

la o singură matrice A NxN: 

  Akl(m,n) = A(k,m) A(l,n),     k,l,m,n = 0.. N-1   

Se poate arăta ca pentru ca ortonormalitatea bazei formate de matricele Akl să fie respectată şi în 

cazul separabil, e necesar şi suficient ca matricea A sa fie unitară. 

Relaţiile transformării 2D separabile se pot scrie: 

∑∑
−

=

−

=

=
1

0

1

0

),(A),(m)A(k,  l)V(k, 
N

m

N

n

nlnmU
 , k,l = 0.. N-1  şi 

∑∑
−

=

−

=

=
1

0

*
1

0

* ),(l)AV(k,m)A(k,  n)U(m,
N

k

N

l

nl
 , m,n = 0.. N-1 

Scris matriceal:  

V = A U A
T

  şi 

U = A
T*

V A
*
 

 

 Proprietăţi ale transformărilor unitare 

Mai întâi precizăm că o transformare unitară conservă energia semnalului: 

E(v) = ||v||
2

 =  v
T*

v = (Au) 
T*

Au = u
T*

A
T*

A u = u
T*

u = ||u||
2

 = E(u) 
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Energia, deşi se conservă, poate fi “distribuită inegal între coeficienţii v(k) ai spaţiului 

transformat. Ea poate fi concentrată într-un număr redus de coeficienţi ai transformării, restul 

putând fi neglijaţi. Se poate arăta că, odată cu compactarea energiei, se reduce gradul de corelaţie 

între coeficienţii din spaţiul transformatei.” [Vertan & Ciuc, 2007, p. 77] 

Transformata unitară care compactează optim (la maxim) energia şi care, în acelasi timp, 

decorelează complet coeficienţii, e transformata Karhunen-Loeve (pe care am tratat-o  în 

cadrul subcapitolului “Domeniul probabilităţilor”, la subsecţiunea I.8.1.4, “Folosirea 

componentelor principale în cadrul Transformării Hotelling(sau KLT)”, Hotelling fiind un alt 

nume pentru transformarea Karhunen-Loeve). 

 

 

II.1.3. Eşantionarea semnalului: precizia necesară şi intercondiţionarea 

reprezentărilor în Domeniul Frecvenţă şi în Domeniul Frecvenţă-Timp 

 

II.1.3.1. Precizia necesară reconstruirii semnalului 

 

 Semnalul dreptunghiular (‘box’) şi fenomenul Gibbs 

Definim un semnal box ca rect�A, D� � ÓA, x + ?� Ô� , Ô�@0,   în rest K, A şi D fiind constante reale pozitive.  

Calculând Transformatei Fourier obţinem:  

ÖÆ�rect�A,D� � A D sinc�D v� 
Deci TF a unui semnal dreptunghiular e semnalul sinus cardinal. Ilustrăm corespondenţa pentru 

A=D=1: 
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Fig.II.1.3_1 Semnalul dreptunghiular şi TF; echidistanţa între abscisele de anulare a TF – e 
invers proporţională cu suportul semnalului dreptunghiular.   
 

Fenomenul Gibbs a primit această denumire după fizicianul american Gibbs care l-a enunţat 

“pentru prima dată” - la jumătate de secol după “obscurul” [wikipedia] matematician englez 

Henry Wilbraham. Enunţul: dacă resintetizăm prin serie F o funcţie periodică cu salturi de 

discontinuitate, sumele F parţiale au mari oscilaţii în jurul punctelor de discontinuitate. Aceste 

oscilaţii nu dispar dacă adăugăm sinusoide cu frecvenţe de ordin superior, dar sunt totuşi 

mărginite de o limită finită (ştiută). Când atât funcţia f, cât şi TF sunt integrabile în modul (.
�, 
are loc reconstrucţia semnalului, pentru aproape orice punct; dacă f e un semnal continuu, 

egalitatea ţine pentru orice punct.. Avem o exemplificare în figura de mai sus: funcţia sinc nu e .
, de unde apariţia fenomenului Gibbs. În procesarea de semnal fenomenul Gibbs se traduce 

prin artefacte de ecou (‘ringing artifacts’). Ilustrăm: 

  

Fig.II.1.3_2 Reconstrucţia imaginii prin TFI: observăm “undele” în zona tranziţiilor bruşte de 
intensitate 

Cauza principală a acestor artefacte e limitarea în bandă, adică tăierea frecvenţelor înalte, ceea 

ce se face prin aplicarea unui filtru trece jos - o funcţie box: aceasta e descrierea în domeniul 

frecvenţă. În domeniul iniţial, ondularea se vede în graficul funcţiei sinc conform  figurii 
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Fig.II.1.3_1. Ce putem face pentru a avea o filtrare cât mai precisă, dar fără ‘ringing’? E 

momentul să trecem în revistă TF unei funcţii gauss-iene (cu distribuţie normală): 

Fig.II.1.3_3 Semnalul gaussian şi TF; observăm o altă reprezentare a principiului incertitudinii 
(vezi subsecţiunea următoare) 
 
Faţă de transformările anterioare, aceasta e cea mai puţin spectaculoasă: practic se modifică 

numai varianţa. Pentru ‘No ringing’, filtrul gaussian e ideal. Dar în ce priveşte precizia filtrului 

trece jos? Nu putem avea la cotele cele mai înalte şi-şi. Aici ar fi gradul de libertate al unui 

compromis inteligent: alegem între filtrul ideal și cel gaussian în funcţie de datele concrete ale 

problemei. 

 Teorema eşantionării 

Problema eşantionării a fost rezolvată de H. Nyquist şi C. Shannon prin aşa-numita teoremă a 

eşantionării, teoremă fundamentală pentru teoria informaţiei, în particular pentru telecomunicaţii și procesarea de semnal. Într-o formă cât mai simplă, teorema eşantionării se enunţă:  

Dacă un semnal temporal nu conţine frecvenţe mari mari decât B hertzi, el e complet determinat 

dacă se dau eşantioanele sale la o perioadă a eşantionării de cel mult 1/(2B) secunde. 

 

II.1.3.2. Intercondiţionarea rezoluţiei reprezentărilor în Frecvenţă şi în Frecvenţă-Timp: 

principiul nedeterminării 

 

 TF discretă 

Scriind TF pentru un semnal f(t) eşantionat la o perioadă T, avem 
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×Ø�Ù� �  8 ÚÛÜ'ÝÞßÙÛàá
Û('á  

Această funcţie e continuă şi de perioadă 1/T - ne trebuie, deci, doar pe perioada 1/T pentru a 

caracteriza funcţia. Discretizăm funcţia, luând M eşantioane, atât pentru semnalul original (f), cât 

şi pentru cel eşantionat şi apoi transformat: � � _�X. Se obţine astfel o relaţie care nu depinde de 

T. Iată perechea TF directă şi TF inversă, transformări care furnizează m numere finite pornind 

de la oricare alte m numere finite: 

×â � 8 ÚÛÜ'ÝÞßÛâã
ã'ä
Û(å      şi     ÚÛ � äã 8 ×âÜÝÞßÛâã

ã'ä
Û(å  

Observaţii:  

 - luând intervalul [0, 1/T), conform Fig.II.1.3_6, Fm nu sunt ordonate de la cea mai mică la cea 

mai mare frecvenţă: perioada 1/T acoperă două semiperioade “spate în spate.” De acest lucru se 

va ţine cont la reprezentarea grafică a TF. 

 - factorul 1/M din afara integralei se poate distribui la cele două relaţii. Putem trece acest factor 

la expresia lui Fm, eliminându-l de la expresia lui fn; contează ca produsul factorilor din afara 

celor două integrale să fie 1/M.  

 - F şi f sunt de perioadă M 

! rezoluţia în frecvenţă e invers proporţională cu durata în timp a semnalului eşantionat şi 

reciproc: aceasta e baza principiului nedeterminării – vezi şi [Georgescu 1, 2012]. 

Din punct de vedere matematic principiul nedeterminării spune că, pentru ƒ(x) absolut continuă 

şi x·ƒ(x) şi ƒ′(x) din L2 (funcţii cu pătratul integrabil), produsul între dispersia (normalizată) în 

jurul lui zero în domeniul timp şi  dispersia (normalizată) în jurul lui zero în domeniul frecvenţă 

e limitată inferior de o  constantă: 

  constF t ≥⇒↔ ωσσω )( f(t) ,   cu:   
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Egalitate are loc numai pentru f(t) gausiană. Conform [Stein & R. Shakarchi, 2003], în mecanica 

cuantică, momentul şi  poziţia funcţiilor undă sunt ca în perechea TF: inegalitatea de mai sus 

fiind principiul nedeterminării al lui Heisenberg. 

Pentru a ilustra principiului nedeterminării vom adapta în continuare un experiment găsit pe 

wikipedia la descrierea TF localizată (‘Short Time Fourier Transform’). Amintim că această 

variantă a TF localizează semnalul cu o funcţie de limitare înainte de a calcula transformata 

[Pesquet-Popescu and Popescu, 2010]. Un dezavantaj al STFT e rezoluţia fixă data de funcţia 

fereastră. O fereastră mai mare furnizează o mai bună rezoluţie în frecvenţă, dar o mai slabă 

rezoluţie în timp. Să vedem cum arată spectrogramele unui semnal constând în două sinusoide – 

prima parte a semnalului e o undă de frecvenţă 10 Hz, a doua parte a semnalului e o undă de 

frecvenţă 25 Hz – pentru diferite lăţimi ale funcţiei fereastră. 

 

Fig.II.1.3_4  Spectrograme pentru ferestre diferite ale Transformatei Fourier localizate  

 

Compromisul inteligent între acurateţea în domeniul temporal (sau spaţial) şi acurateţea în 

domeniul frecvenţă e Transformarea Undină (Wavelet) : TW. Sau, cu alte cuvinte, analiza 

multirezoluţie. Principiul nedeterminării a fost ilustrat grafic în [Gonzalez  & Woods, 2008, p. 
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501], atribuind fiecărei funcţii din baza de reprezentare o cutie Heisenberg (‘Heisenberg box’) în 

planul timp-frecvenţă: 

 

Fig.II.1.3_11 “Acoperirea” prin 3 tipuri de funcţii de bază: impulsuri (domeniu temporal), 
sinusoide (domeniu frecvenţă) şi TW (aproximare / scalare + detalii în domeniu frecvenţă-timp)   

Aria fiecărei cutii Heisenberg e aceeaşi. TW e o bună alegere în cele mai multe situaţii practice: 

semnale nestaţionare, adică cu frecvenţe variind în timp. În plus, e o reprezentare mai flexibilă, 

putând “jongla” în interiorul principiului nedeterminării. Putem reprezenta conceptual figura de 

mai sus  

 

 

        a           b 
 

Fig.II.1.3_12 Posibilitatea de a “jongla” în interiorul principiului nedeterminării (am folosit 
termenii din engleză) [wv hsn] şi o reprezentare conceptuală originală a relaţiilor dintre 
domeniile: temporal, al undinelor şi al undelor.  

 

domeniul 
temporal 

(impulsuri) 
domain 

domeniul 
frecvenţelor 

(unde)  

domeniul 
undinelor 

STARE 

PROCES 
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II.1.4. Concluzii şi aplicaţii 

 

II.1.4.1. Filtrarea în domeniul frecvenţă 

 

 Informaţie relevantă din domeniul frecvenţă 

F(u,v) conţine toate valorile imaginii f(x,y) ponderate de termeni exponenţiali ce ţin cont de toate 

poziţiile pixelilor imaginii. Astfel, cu excepţia unor cazuri banale, nu putem deduce din F(u,v) 

forme localizate în interiorul imaginii. Deşi faza TF ne dă informaţii despre aceste forme, în cele 

mai multe cazuri, aceeaşi informaţie se deduce “mai complet” şi mai uşor dacă apelăm direct la 

imagine. Dacă, în general, nu putem face asociaţii directe între spectrul TF şi componente ale 

imaginii, putem însă obţine informaţii despre frecvenţa caracteristicilor spaţiale ale imaginii. 

Se ştie că centrul spectrului TF (STF), adică F(0,0) e proporţional cu intensitatea medie a 

imaginii (intensitate = nivel de gri). Conform distribuţiei radiale a STF frecvenţele joase sunt 

reprezentate mai aproape de origine, iar cele înalte mai departe. Să ne imaginăm o textură. 

Dacă textura e “grosolană” STF se va concentra în jurul originii; pentru o textură “fină”, STF se 

va “împrăştia.” O aplicaţie imediată a acestei observaţii e proiectarea filtrelor trece jos, respectiv 

trece sus în domeniul frecvenţă:  

Fig.II.1.4_1 Imaginea iniţială e, în 
ambele cazuri, în prima coloană. 
Coloana a treia conţine imaginile 
trecute înapoi în domeniul spaţial, după 
filtrările trece jos, respectiv trece sus în 
domeniul frecvenţă, filtrări reprezentate 
în coloana din mijloc. Remarcăm 
complementaritatea celor două filtre.  

Distribuţia unghiulară a STF e sensibilă la direcţia texturii imaginii - pentru o textură orientată în 

unghiul θ faţă de abscisă, STF va fi concentrat într-o direcţie orientată în unghiul θ faţă de 

ordonată: 
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Fig.II.1.4_2 Concentrarea direcţională a STF 
funcţie de direcţiile dominante în imagine. 
Observăm dependenţa “+ π/2.” Mai observăm şi 
intermitenţa punctelor din ultimul STF, pe direcţia 
corespunzătoare scrisului + π/2.  Explicaţia e 
imediată, putând fi şi vizualizată  în STF: dacă era 
de aşteptat continuitatea axelor în STF 
corespunzător imaginii cu clădirea, la  fel de 
aşteptat era discontinuitatea axelor în STF 

corespunzător imaginii cu scrisul – se vede aici efectul spaţiilor dintre litere. 
 

Prin caracterul ei general, transformarea TF e un instrument puternic de tratare a multor 

probleme, e.g. :  

 - comprimarea şi scalarea rapidă – vezi abordarea multirezoluţie 

 - înregistrarea / alinierea imaginilor (‘registration image’) pe baza corelării fazei  (tehnica ‘phase 
correlation’) în domeniul frecvenţă – acestă tehnică o folosim şi noi la IV.3. 

 - restaurarea imaginilor şi eliminarea zgomotelor (prin eliminarea coeficienţilor de detaliu cei 
mai mari)  

 - reconstrucţia in cazul imaginilor secţiune rezultate prin tomografie computerizată 

Se ştie, ca principiu general, că domeniul frecvenţă oferă “viziuni mai intuitive” în ce priveşte 

conceperea filtrelor, a funcţiilor de scalare şi undinelor din analiza multirezoluţie. Implementarea 

se face însă în domeniul spaţial, folosindu-se pentru optimizarea vitezei măşti mici. Concepţia şi 

implementarea, aparent opuse, ca în principiul incertitudinii al lui Heisenberg, ambele, au aportul 

lor, fiind o dualitate de luat în seamă în abordarea problemelor practice. 

 

II.1.4.2. Aplicaţii ale undinelor 

 

TW se aplică în domeniile de aplicare a transformării Fourier, faţă de care am dovedit că 

transformarea Wavelet e chiar mai versatilă prin furnizarea, pe lângă informaţiile de frecvenţă, şi 

a celor de timp. În general, pentru implementarea de filtre trece jos se pleacă de la funcţiile de 

scalare DWT iar pentru filtrele trece-sus se pleacă de la undine. 
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În multe cazuri mai eficientă, ca acurateţe şi comprimare, decât celelalte transformări ortogonale, 

transformata W reprezintă semnalul atât în timp, cât şi în frecvenţă. De exemplu, să considerăm 

un semnal în timp care conţine numai o formă îngustă şi izolată la o locaţie 0tt = . Dacă în 

domeniul Fourier acest semnal are un spectru larg, adică sunt necesare multe componente pentru 

TF a semnalului, e foarte probabil ca transformata W să modeleze această “denivelare” cu un 

număr mic de componente/coeficienţi. Pentru că modelarea denivelării nu are un efect global – 

componentele transformării W sunt localizate în timp, spre deosebire de transformarea F. 

Datorită acestor avantaje specifice, transformata W a fost folosită pentru a înlocui transformata 

Cosinus discretă din standardul de compresie JPEG (1992) în noua versiune JPEG 2000. S-a 

proiectat chiar o metodă de codare pe baza transformatei W: EZW. EZW se bazeaza pe o codare  

/ comprimare progresivă: cu cât mai multi biţi se adaugă, cu atât codarea câştigă în acurateţe. 

Rezultatul e o comprimare remarcabilă, cu proprietatea că poate avea orice rată. “Orice”, desigur 

dacă acceptăm o comprimare cu pierderi. În varianta comprimării fără pierderi  rezultatele nu 

mai sunt atât de spectaculoase. 

Există adaptări ale undinelor, într-o adevarata zoo de ‘objectlets’: 

 - Multiundinele: avem mai mult de o funcţie de scalare / undină $ o aproximare mai bună a 
unor semnale;  

 - ‘undine difuzie : permit analiza multiscală pe structuri generale, ca structuri “variate” ce se pot 
modela în spaţiul euclidian  (=‘manifolds’), grafuri şi nori de puncte in spaţiul euclidian; 

 - ‘Brushlets’: [Meyer1 & Coifman, 1997] au introdus brushlets pentru a obţine o rezoluţie 
unghiulară mai bună decât cu pachetele undină; 

 - ‘Wedgelets’ [Donoho, 1999] e o colecţie organizată diadic de funcţii indicator cu o varietate de 
locaţii, scale şi orientări. Ele sunt folosite pentru a estima locaţia unei muchii fine într-o imagine 
cu zgomot;  

 - Dicţionarul de ‘beamlets’ [Donoho et al., 2001] e o colecţie organizată diadic de segmente de 
linie, similar wedgelets’-urilor. Transformarea beamlet a unei imagini f(x,y) e o colecţie de 
integrale ale lui f pe fiecare segment din dicţionarul beamlet;  rezultatele sunt stocate în piramida 
beamlet. Graful beamlet are ca vârfuri pixeli, iar ca muchii beamlets: o cale în acest graf 
înseamnă un poligon în imaginea originală. Autorii formulează algoritmi bazaţi pe beamlet-uri, 
capabili să identifice şi să extragă beamlet-uri şi lanţuri de beamlet-uri cu proprităţi speciale. 
Aceşti algoritmi s-au dovedit în practică a aveaperformanţe fără precedent, de exemplu, în 
detecţia curbelor fine în imagini cu mult zgomot; 
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 - ‘Ridgelets’ sunt o bază ortonormală pentru L2, proiectată pentru a reprezenta eficient funcţii 
care au singularităţi/discontinuităţi de-a lungul “culmilor.”; 

 - în [Starck et al., 2002] s-a construit un cadru strâns de ‘curvelets’ care furnizează o 
reprezentare stabilă, eficientă şi aproape optimală a obiectelor cu  discontinuităţi de-a lungul 
curbelor. Punând un prag “naiv” transformării curvelet, se obţin rate ale aproximării comparabile 
cu cele obţinute prin scheme adaptive complexe care încercă să înregistreze setul de 
discontinuităţi;  

 - ‘Countourlets’ [Do & Vetterli 2005] presupun o transformată direcţională multirezoluţie, 
asemenea curvelets, dar direct în domeniul discret. Ele formează un cadru strâns cu redundanţa 

4/3. Transformata counterlet are o implementare rapidă ))lg(( 2 nnO , cel puţin pentru counterlet-
urile cu suport compact; 

 - ‘Bandelets’ [Peyré & Mallat, 2005] de Pennec şi Mallat e încă o abordare în dezvoltarea de 
reprezentări eficiente mixând idei venind din domeniul analizei multirezoluţie şi al geometriei  

... şi cu siguranţă problemele specifice vor aduce multe alte adaptări undinelor clasice. E 

interesant de semnalat că proprietăţile benefice ale undinelor, ca adaptivitatea şi comportamentul 

multirezoluţie, le-au recomandat chiar şi în domeniul ecuaţiilor diferenţiale.   

 

 Undine de generaţia a doua  

Undinele de generaţia a doua (‘Second Generation Wavelet Transform’ = SGWT) nu sunt undine 
în sensul clasic (undine de generaţia întâi). Ele nu sunt proiectate explicit, ci în funcţie de datele 
de reprezentat/comprimat, ele înseamnă, mai degrabă, o “schemă de proiectare” (‘Lifting 
Scheme’ – vezi [Sweldens, 1997]), transformata  rezultând în urma aplicării acestei scheme. De 
fapt, secvenţa paşilor aplicării schemei poate fi convertită într-o transformată W.  

Nevoia de îmbunătăţire a undinelor clasice vine din neajunsurile inerente acestor undine prin 
chiar construcţia lor. Principala limitare e că ele nu sunt eficiente mai ales în ce priveşte 
domeniile limitate, neperiodice, ceea ce e cazul multor aplicaţii. Mai mult, chiar semnalele 1D 
sunt adesea eşantionate neregulat. În multe probleme, metrica nu e “plată”: avem de-a face cu 
suprafeţe şi spaţii variate(‘manifolds’). Întrebarea e cum să păstrăm proprietăţile benefice ale 
undinelor, adică localizarea în timp-frecvenţă şi algoritmii rapizi, ocupându-ne şi de geometrii 
mai puţin simple. Răspunsul pe care l-a dat Wim Sweldens a fost să renunţăm la translaţii si 
dilatări, să renunţăm la analiza Fourier şi să folosim în loc noua abordare dată de ‘The Lifting 
Scheme’. Ideea de bază e să împărţim semnalul în eşantioane pare şi eşantioane impare, adică să 
împărţim semnalul original xk în seturile {x2k} şi {x2k+1}. Să ne reamintim că semnalele digitale 
sunt, în general, puternic corelate, acestă corelare fiind locală . De aici, ideea de a prezice partea 
impară din partea pară. Ce e pierdut în urma pezicerii se numeşte detaliu. Apoi partea pară e 
ajustată pentru a servi ca aproximare a semnalului original. Algoritm:  
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1) Împarte semnal de intrare: par şi impar    

2) Predicţie impar din par: detaliu = impar - P(par)  

3) Actualizează par folosind detaliu: aproximare = par + A(detaliu) astfel încât aproximarea să 
nu schimbe media semnalului original  

 

Fig.II.1.4_3 ‘The Lifting Scheme’ pentru undinele de generaţia a doua 

Partea impară e prezisă liniar din partea pară; în pasul 3, detaliul calculat la pasul 2 e folosit 
pentru a actualiza, tot liniar,  partea pară astfel încât să se menţină media semnalului original. 
Procedeul se repetă până când ajungem la o aproximare formată dintr-un singur număr 
reprezentând media semnalului original. 

Observaţie: Pentru o eşantionare neregulată, operatorii de predicţie şi actualizare vor varia 
corespunzător de la o locaţie la alta. Aceşti paşi încorporează elementele cheie ale transformatei 
undină clasice. Se pot calcula uşor coeficienţii “Fourier”, din aproximări şi detalii. 
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Fig.II.1.4_4 ‘The Lifting Scheme’ / TW de generaţia a doua directă şi inversă 

Pentru domeniul 2D se poate extrapola acest mecanism. Posibilitatea de a  generaliza pentru mai 
multe dimensiuni şi pentru ‘manifolds’, depinde de posibilitatea “reţetizării” (‘meshing’) acestor 
domenii. O caracteristică nouă a undinelor de a doua generaţie, care poate fi observată din 
schemele de mai sus, e că transformarea directă şi cea inversă sunt întotdeauna procese 
inversabile, indiferent de alegerea operatorilor de predicţie şi actualizare.  

O strategie de compresie simplă (cu pierderi), bazată pe schema de proiectare descrisă, e să 

“debarcăm” detaliile înainte de stocare. O aplicaţie nouă a undinelor e analiza datelor geografice. 

Ne putem gândi la topografia Pământului ca o funcţie definită pe o sferă. Datorită flexibilităţii 

schemei de proiectare, putem crea undine care se află pe sferă. Astfel datele topografice pot fi 

comprimate şi manipulate asemenea unui semnal 1D. Desigur că această abordare poate fi 

exploatată şi în grafica computerizată. Un obiect 3D triangularizat poate fi analizat folosind o 

schemă multirezoluţie dacă ne gândim că triangularizarea e domeniul de definiţie al unei funcţii, 

iar coordonatele vertex-urilor sunt valori ale funcţiei. De asemenea, se studiază posibilitatea 

folosirii analizei multirezoluţie pentru a rezolva mai eficient problema luminozităţii în grafica 

computerizată.  

 

Am văzut că analiza multirezoluţie e un puternic concept general, care se pretează la multe 

adaptări practice şi adaptări în ideea optimizării atât a acurateţei, cât şi a vitezei de execuţie. Am 

derivat întregul arsenal de analiză multirezoluţie, pornind de la conceptul central de 

ortogonalitate. Am văzut că ultimele tipuri de undine nu mai operează în domeniul analizei în 

frecvenţă (domeniul Fourier), pentru a oferi o adaptabilitate şi viteză maximă. Remarcăm că 

unele tipuri de undine nu mai operează în domeniul analizei în frecvenţă (domeniul Fourier), 

pentru a oferi o adaptabilitate şi viteză maximă. Înainte de a intra în domeniul fuzzy, pentru a 

introduce acest domeniu, vom face o sinteză. 
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II.1.5  O viziune abstractă asupra recunoaşterii formelor, în jurul conceptului 

de corelare 

 

Ne propunem să captăm într-o viziune unitară, într-o singură imagine, esenţa (matematică) a 

problematicii recunoaşterii formelor (’pattern recognition’), în principalele domenii de 

reprezentare a semnalelor: domeniul spaţial (sau temporal, sau de altă natură), domeniul 

frecvenţă (frecvenţele pot fi spaţiale, sau temporale, sau de altă natură) şi domeniul 

probabilităţilor. Se spune că oamenii dobândesc informaţii de cea mai înaltă calitate din imagini 

şi concepte. Iată o schiţă originală care grupează cele 3 domenii în jurul conceptul de 

corelațțțție: 

 
 

Fig. II.1.5_1  Imagine de ansamblu a relaţiilor fundamentale între domeniile: spaţial / temporal, 
frecvenţă şi al probabilităţilor 

Relaţii fundamentale între cele 3 domenii: 

Corelaţie 

domeniu 
spaţial  

domeniu 
frecvenţă  
 

domeniu 
probabilităţilor 

convoluţie 
theorem 

teorema Karhunen–Loève  

x N / E[.] 
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 - Teorema de convoluţie (sau de corelaţie, conform [Gonzalez & Woods, 2008, p. 255]) 

stabileşte o relaţie între  domeniul spaţial şi domeniul frecvenţă.  

- Prin Teorema Karhunen–Loève (vezi wikipedia) un  process stochastic poate fi descompus 

ortogonal, similar descompunerii Fourier. Importanţa acestei teoreme e că descompunerea e 

optimă în ce priveşte minimizarea erorii pătratice medii. Sau, cu alte cuvinte, în cazul acestei 

transformări în domeniul frecvenţă, compactarea enregiei e maximă $ putem reconstrui cu o 

bună aproximaţie semnalul iniţial luând în considerare numai primii coeficienţi ai transformatei. 

- Relaţia între  domeniul spaţial şi domeniul probabilistic e asemenea celei dintre ceea ce vedem 

la un moment dat pe o scenă şi istoria evenimentelor petrecute pe acea scenă. Dacă ‘x N’ 

înseamnă acumularea de «imagini» spaţiale care ar putea genera o statistică suficientă, E[.] 

înseamnă aşteptarea (‘expectation’) sau media,  operator care estimează cea mai probabilă 

realizare conform  cu datele probabilistice.  

În esenţă, problema recunoaşterii formelor (‘pattern recognition’) sau clasificarea bazată pe 

forme / regiuni / șabloane e o problemă de corelare. O observaţie generală, ce se degajă din 

rezultatele experimentale ale unei largi categorii de cercetători, e aceea că performanţa unei 

metode vine odată cu adaptabilitatea metodei la spaţiul concret al problemei. Vezi cercetarea 

adaptivă (‘adaptive research’) din sectorul clinic - conform [Rosenberg, 2010],[Kruschke, 2011] ș.a. - sau planificarea cultivării terenurilor (‘land use planning’) [N. van Lier, 2002]. În capitolul 

IV vom numi aceasta “principiul specializării şi al calibrării”. KLT e un prototip din acest punct 

de vedere: interpretând geometric o transformare unitară ca rotaţie a axelor de coordonate, rotaţie 

catacterizată de o matrice  de rotaţie. Putem vedea KLT ca transformarea unitară care reprezintă 

forma de intrare / semnalul în sistemul de coordonate al vectorilor săi proprii – lucrând în acest 

sistem poate fi foarte folositor pentru 

recunoaşterea formelor: putem 

aproxima optimal. 

Fig. II.1.5_2 KLT ca transformare în  
sistemul de coordonate al vectorilor 
proprii ai semnalului de intrare: de la 
variabile aleatoare puternic corelate 
(energii egale) la variabile aleatoare decorelate, cu ajoritatea energiei în primii coeficienţi. 
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În marea lor majoritate, problemele de clasificare contemporane sunt probleme complexe, de 

clasificare neliniară, cu graniţe imprecise între clase (clasele se pot suprapune). Abordarea lor 

riguroasă se face în cadrul teoriei fuzzy. La Fig. II.1.5_1  am mai putea adăuga punctat: 

 

Fig. II.1.5_2 Relaţia între domeniul probabilităţilor şi cel al posibilităţilor (fuzzy)  vezi (mai jos) 
subsecţiunea “II.2.2.1. Teoria fuzzy şi teoria posibilităţilor” 

 

La finalul acestei secţiuni putem da câteva grupuri de concepte sinonime sau, cel puţin, 
“înrudite”, din diferite puncte de vedere: 

* algebra lineară: produs intern peste un spaţiu vectorial, nucleu simetric şi separabil, bază 

ortogonală,  proiecţie şi decompoziţie, factorizare, valori şi vectori propri, transformări unitare;  

 * principiul nedeterminării al lui Heisenberg: stare-proces, poziţie (sau timp)-frecvenţă, 

principiul incompatibilităţii (vezi mai jos subsecţiunea II.2.1.2., “Logica fuzzy, utilitatea şi 

legătura ei cu problema clasificării”) în teoria fuzzy; 

 * teoria probabilităţilor: varianţă, covarianţă, correlaţie (=covarianţă normalizată),  

 * procesarea şi analiza imaginilor: correlaţie spaţială (= convoluţie “în oglindă”), produs scalar 

în domeniul frecvenţă, potrivirea şabloanelor (’template matching’), ’pattern recognition’, 

analiza componentelor principale 

 

În continuare ne vom ocupa cu precădere de domeniul fuzzy. Sumar spus, dacă domeniul 
probabilistic exprimă o luare în calcul a  statisticilor, domeniul «fuzzy» exprimă o luare în calcul 
a intuiţiilor. 
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II.2. Granularitate şi gradaţie în Domeniul Fuzzy 

 

II.2.1. Logica fuzzy şi “oficializarea” unei alte paradigme de cunoaştere 

 

II.2.1.1. Promisiunile începuturilor erei informatice şi problemele actuale ale inteligenţei 

artificiale  

 

Trecem peste perioada anterioară apariţiei calculatorului, apariţie care, se spune, a inaugurat a 

“doua revoluţie ştiinţifică”, pentru a observa că la începuturile “erei informatice”, în bună tradiţie 

a spiritului iluminist, optimismul era nemăsurat. În [fz lz], L.A. Zadeh, iniţiatorul logicii fuzzy, 

spune că “încă din anii ’40, când singurele calculatoare existente erau cele cu relee, se iveau 

titluri răsunătoare ca: "Electric Brain Capable of Translating Foreign Languages is Being Built."  

Nici în zilele noastre, 60 de ani mai târziu, calculatoarele nu s-au apropiat măcar într-un grad 

considerabil de nivelul general de inteligenţă umană.”  După [fz lz], iată o tematică 

reprezentativă a problemelor (multe dintre ele probleme de CI) provocatoare pentru construcţia 

de maşini / calculatoare cât mai “inteligente”: 

- recunoaşterea scrisului de mână 

- recunoaşterea vorbirii 

- înţelegerea limbajului natural (NL) 

- rezumarea 

- eliminarea ambiguităţii 

- înţelegerea imaginilor şi recunoaşterea formelor 

- diagnoza 

- recuperarea şi stocarea informaţiei nestructurate 
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- execuţia instrucţiunilor de nivel înalt (exprimate în NL) 

- învăţarea 

- raţionamentul 

- planificarea 

- luarea deciziilor 

În [Balaş & Balaş, 2007] se asociază apariţia Inteligenţei Artificiale (‘AI’) cu apariţia 

Electronicii, dar şi a Postmodernismului. Astfel, Electronica ar fi prima tehnologie care permite 

controlul energiei şi informaţiei. În acest articol se mai spune că, deşi “moderniştii” contestă 

abordarea “fuzzy” a “postmoderniştilor”, singurul avans real în AI a avut loc în domeniul “soft 

computing, i.e. clustering fuzzy logic, neural networks, genetic algorithms and evolutionary 

computing”. Se mai spune că, dacă modernii puneau accentul pe materie şi energie, postmodernii 

pun accentul pe formă şi model. De unde şi euristica sistemelor expert de tip fuzzy: “în loc să 

rezolvăm ecuaţii diferenţiale, integrăm numeric prin simulare pe calculator” (vezi şi metoda 

Monte Carlo). Zadeh crede că această evoluţie a fost condiţionată în principal de evoluţia 

hardware şi software a calculatoarelor şi senzorilor, paradigma computaţională de prin care s-a 

avansat  fiind, de asemenea, aceea de ‘soft computing’ – calcul care se poate adapta domeniului 

impreciziei problemei. Concluzia principală pe care o trage Zadeh [fz lz] e că pentru a merge în 

direcţia obţinerii unei inteligenţe a maşinii cât mai apropiată de cea umană, e necesar să avem o 

capacitate de a lucra cu informaţii bazate pe percepţie.  

 

II.2.1.2. Logica fuzzy, utilitatea şi legătura ei cu problema clasificării 

 

În 1973, Zadeh a enunţat un adevăr  pe cât de simplu, pe atât de general şi fertil: “Pe măsură ce 

complexitatea unui sistem creşte,  capacitatea noastră de a face afirmaţii precise şi semnificative 

despre comportarea sistemului respectiv se diminuează pănă e atins un prag, dincolo de care 

precizia şi semnificaţia (sau relevanţa) devin caracteristici mutual exclusive” (Principiul 

Incompatibilităţii).  
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Intuitiv, putem traduce acest principiu aşa: omul are abilitatea ca, în faţa complexităţii, să 

neglijeze detaliile nesemnificative pentru a ajunge la o idee mai clară. C.V.Negoiţă, (co)autor al 

uneia din primele monografii dedicate domeniului fuzzy [Negoita & Ralescu, 1974], a postulat în 

cibernetică principiul ‘pull-back’, care, în esenţă, spune că pentru a obţine o agregare 

informaţională, o creştere a complexităţii percepţiei, trebuie să ne retragem. Pull-back poate 

explica nevoia de abstractizare ca nevoie de stabilitate structurală. În [pb VN] Negoiţă afirmă: 

“Pentru a înţelege ansamblul, trebuie sa te repliezi spre a dobândi perspectiva şi a reduce lumea 

la proporţii din sfera realizabilului. Detaliile imensului tablou se pierd, dar subiectul în 

întregimea lui e cuprins dintr-un punct. Pullback-ul nu e marginal. În afara pullback-ului nu 

putem opera cu lumea. Pullback-ul, paradoxul, antinomia reunesc lucruri care înainte se aflau 

izolate. Trebuie să învăţăm cum să le identificăm în diversele lor manifestări”. 

În general, sisteme reale sunt complexe. Orice enunţ asupra unui astfel de sistem, pentru a  

cuprinde cât mai multă semnificaţie, va fi cu atât mai imprecis, nedeterminat, vag. Noţiunea de 

nedeterminare e pusă astfel în legatură directă cu semnificaţia; pare că redescoperim principiul 

incertitudinii, al lui Heisenberg. 

Când a introdus pentru prima dată termenul de ‘fuzzy’, în 1965, profesorul Zadeh l-a folosit 

pentru a descrie mulţimile de elemente multivalente. Mai târziu el va spune: “Articolul meu din 

1965 despre seturile Fuzzy reflecta concluzia mea că era nevoie de o teorie a impreciziei şi 

incertitudinii care să nu se bazeze pe teoria probabilittăţilor”). În lucrarea sa, [Zadeh, 1965], 

pleacă de la o logică cu mai multe valori, concept uzitat în  anii ’20 în legătură cu Principiul 

Nedeterminării formulat de Heisenberg în mecanica cuantică. Logica cu mai multe valori a avut 

un pionier în Jan Łukasiewicz, care a formulat logica trivalentă – logica de la care a plecat şi 

Zadeh. În ce priveşte alegerea cuvântului ‘fuzzy’ – în engleză: vag, ceţos, rufos – Zadeh spune: 

“Motivul pentru care am ales cuvântul fuzzy e că ceea ce am avut în minte sunt clasele care nu 

au graniţe precis delimitate”.  Conceptul de mulţime fuzzy, a apărut ca o urmare firească a 

necesităţii de a modela un sistem imposibil de definit exact (‘ill-defined’), adică cu ajutorul unor 

instrumente matematice precise. Imperfecţia definiţiei unor astfel de sisteme – majoritare în 

lumea reală – se poate vedea sub forma falsităţii sau impreciziei datelor. În lucrarea noastră avem 

în vedere mai ales imprecizia datelor. 
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Dăm câteva exemple ale utulităţii utilă logicii fuzzy. Chiar dacă nu există (pentru marele public) 

încă maşini de calcul care construite (la nivel microelectronic) pe baza unei logici trivalente, 

multe aplicaţii deja  utilizează această logică pe computerele binare actuale. Astfel, limbajul SQL 

(Structural Query Language), folosit pentru lucrul cu baze de date, foloseşte o a treia valoare 

numită NULL, cu scopul de a arăta absenţa (sau necunoaşterea) unei valori 0 sau 1. Alt exemplu: 

 

Fig. II.2.1_3 Reprezentarea grafică a unor aprecieri calitative [in fz]. Mărimea fizică 

“temperatură” poate fi descrisă prin cuvintele “rece”, “cald” şi “fierbinte”, cărora li se atribuie 

valori cuprinse între 0 şi 1, valori procesate într-un sistem inteligent, care poate să comande un 

sistem de încălzire-răcire, e.g., un termostat (în acest caz ar fi nevoie de numai două cuvinte 

pentru descrierea  schemei de funcţionare: “rece” şi “cald”). 

În general, informaţiile pe care le avem - despre rezultatele posibile, despre valoarea unei noi 

informaţii, despre felul în care condiţiile se modifică în timp (dinamicitate), chiar şi  despre 

preferinţele noastre pentru diverse opţiuni – e destul de vagă, ambiguă. Anumite informaţii ar 

putea fi aleatorii şi deci le-am putea modela cu ajutorul teoriei probabilităţilor. Prin “timp 

probabil” înţelegem, pornind de la termenul de “probabil”, în sensul teoriei probabilităţilor, mai 

degrabă o prognoză pe baza unei statistici care a “numărat” evenimentele meteo de-a lungul 

multor ani – o logică a frecvenţei relative a fenomenelor meteo într-o anumită perioadă 

temporală. Pe când, fără să dăm la o parte “experienţa” în studiul acestor fenomene, care a 

validat / ajustat diverse modelări teoretice,  prognoza se face în principal pe baza unor modelări 

şi măsurători recente. Modelările, chiar dacă încorporează multă matematică, nu pot fi obiective. 

Deci, plauzibilitatea are o inerentă natură subiectivă, fie ea de consens colectiv şi validată 

îndelung. În general, chestiuni cum sunt preferinţele personale, obiective / criterii de apreciere 

multiple, evaluări subiective şi consens colectiv, s-ar preta ca, în loc să fie abordate (numai) 

probabilistic, să fie abordate (şi) fuzzy.  
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Rezumăm câteva situaţii care se pretează la folosirea logicii fuzzy: 

- logica fuzzy devine necesară în situaţiile când percepţia umană, judecata umană şi luarea de 
decizii sunt implicate inextricabil. 

- întrebare: cum inserăm intuiţia în rezolvarea unor probleme? Teoria fuzzy îşi propune să 
răspundă şi la această întrebare. 

- modelarea prin expresii lingvistice, dată fiind creşterea interesului pentru modelarea prin 
cuvinte în diferite arii ştiintifice (în probleme de decizie, ştiinţe sociale, teoria controlului etc.). 
Acesta e un atu foarte important al logicii fuzzy. Prin natura sa, limbajul e vag şi imprecis. Totuşi 
prin limbaj se schimbă cele mai multe informaţii. În pofida impreciziei limbajului natural, 
oamenii înţeleg conceptele şi ideile celorlalţi. Acest fel de înţelegere nu e posibil în comunicarea 
cu un calculator. Instrucţiunile oferite unui calculator trebuie să fie (extrem de)  precise. Să luăm 
înţelesul sintagmei ”persoană înaltă”. Omul nu “vizualizează” un prag fix când se gândeste la o 
“persoană înaltă.” Mai mult, aprecieriele pot diferi de la om la om. Şi, totuşi, e surprinzător 
faptul că în ciuda impreciziei şi a “relativismului” persoane diferite se gândesc la aproximativ 
aceeaşi înălţime (indiferent de înălţimea lor), comunicarea şi înţelegerea corectă şi eficientă fiind 
posibile între ei, fără să fie nevoie să ştie o aceeaşi definiţie exactă a cuvântului “înalt.”  

 - reducerea costurilor. Indubitabil, "abilitatea" fuzzy nu poate rezolva probleme ce necesită o 
precizie mare – probleme cum ar fi focalizarea unei raze de electroni microscopice pe un 
specimen de mărimea unui nanometru. Dar, în general, multe  problemele nu necesită o precizie 
prea mare; probleme precum parcarea unor maşini, susţinerea unei remorci, conducerea unei 
maşini printre altele pe o autostradă, spălarea rufelor, controlarea traficului într-o intersecţie 
ş.a.m.d. Modelele sau produsele inginereşti clasice necesită precizie,  ceea ce se repercutează  în 
costuri înalte şi timpi lungi de producţie şi dezvoltare. Când se ia în considerare utilizarea logicii 
fuzzy într-o problemă dată, trebuie evaluată şi toleranţa la imprecizie. Precizia ridicată nu 

implică doar costuri mari, ci şi maleabilitate scăzută în rezolvarea multor probleme. Există 
probleme care necesită exploatarea impreciziei. De exemplu “problema comisului-voiajor.” În 
această problemă clasică de optimizare (euristică), un comis voiajor îşi propune  să minimizeze 
distanţa totală parcursă considerând itinerarii şi variante între o serie de oraşe într-o călătorie 
anume. Pe măsură ce numărul oraşelor creşte, problema atinge cu rapiditate o explozie 
combinatorică: dacă aplicăm “metoda forţei brute“ complexitatea e ¼�T!�, varianta optimizată – 
algoritmul Held–Karp – obţinând ¼�T�2�� ceea ce e, de asemenea impractic. Există probleme 
reale, practice asemănătoare cu problema comisului-voiajor. De exemplu în procesul de fabricare 
a bordurilor de circuite, lasere precise sapă sute de mii de găuri în bord: stabilirea ordinii în care 
să se efectueze găurile precum şi minimizarea timpului de fabricaţie e o problema analoagă 
problemei comisului voiajor [Kolata, 1991]. Au fost implementaţi algoritmi de rezolvare a 
problemei comisului-voiajor optimi  într-un anume sens: dacă răspunsul exact în timp real nu e 
garantat, în schimb putem obţine un răspuns mai puţin exact în timp real - un răspuns cu mult 
mai puţin efort de calcul. 
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- Logica fuzzy poate integra / fuziona informaţii imprecise. Cunoaşterea fuzzy poate fi folosită 
în combinaţie şi cu cea probabilistică, e.g., s-a proiectat luarea deciziilor în sistem Bayesian, prin 
introducerea informaţiilor fuzzy. Vezi şi subsecţiunea următoare. 

În general sistemele simple liniare sau procesele automatizate conform  unei scheme “rigide” nu 
se pretează la a fi îmbunătăţite apelând la o logică fuzzy. Totuşi aplicabilitatea acestei logici a 
fost demonstrată în multe procese / produse care interesează un număr mare de consumatori. 
Conform [fz ap] “în videografie firme ca Fisher, Sanyo şi alţii construiesc aparate de filmat 
('videocamera recorder'/'camcoder') bazate pe o logică fuzzy de focalizare şi stabilizare a 
imaginii. Mitsubishi comercializează aparate de aer condiţionat care controlează schimbările de 
temperatură în funcţie de confortul omului. S-au construit şi maşini de spălat fuzzy: o mulţime de 
senzorii detectează culoarea, felul materialuiui de spălat şi gradul de murdărie şi un 
microprocesor fuzzy selectează cea mai potrivită combinaţie (din 600 disponibile) între 
temperatura apei, cantitatea de detergent necesară, durată şi numărul de rotaţii. Oraşul japonez 
Sendai are o reţea de linii de metrou cu 16 staţii care e controlată de un computer programat pe 
sistem fuzzy. Călătoria e atât de confortabilă şi de liniştită încât călătorii nu sunt nevoiţi să se 
ţină de bare, iar conducătorul-computerizat face în medie cu 70% mai puţine erori când 
accelerează şi frânează, decât fac în medie operatorii umani. În Japonia de la prăjitoare de pâine, 
aspiratoare şi până la procedee de control aplicate în industrie, sunt multe sisteme construite pe 
principiile logicii fuzzy.” Se poate pune şi întrebarea: “De ce găseşte aplicabilitate în numeroase 
produse de consum în Japonia, o paradigmă inventată în SUA pentru a modela imprecizia în 
sisteme complexe? O explicaţie ar fi că spiritul japonez e unul antreprenorial şi că japonezii sunt 
educaţi să valorifice orice idee nouă din cercetare, să-i găsească aplicabilitate mai repede decât 
oricine altcineva. Culturile vestice par fixate pe mentalităţi gen: alb ori negru, da ori nu - 
caracteristice sistemului binar al logicii aristotelice. În plus, termenul “fuzzy”are conotaţii 
negative în engleză, sugerând dezorganizare sau imprecizie. Nu şi în alte limbi, de exemplu în 
cele asiatice. Să considerăm sintagma oximoronică “focalizare fuzzy (vagă)” pentru noile camere 
de filmat cu stabilizarea imaginii. Ar cumpăra americanul de rând o asemenea cameră de filmat? 
O altă explicaţie a faptului ca logica fuzzy a fost acceptată cu mai mare promptitudine în Asia 
ţine de limbaj. În japoneză simbolurile kanji, adoptate din chineză, sunt descrieri vagi, 
conceptuale ale obiectelor. De asemenea, logica şi filosofia Orientului nu au insistat pe precizie, 
separare netă, fiind mai degrabă integratoare.” 

Şi în România, logica fuzzy a avut o timpurie, aparte şi interesantă prezenţă. Grigore Moisil, 

unul din cei mai importanţi promotori ai ei, a avut ideea de a construi un calculator “în baza 3”, 

conceput astfel încât dialogul om-calculator să poată fi îmbogăţit prin includerea unor valori 

precum "îndoielnic" sau "problematic", intermediare între adevărat şi fals. Tot Gr. Moisil a 

reformulat logica fuzzy într-o axiomatică algebrică şi a extins logica la n-valori (aşa numitele 

logici n-valente sau poli-valente). Sistemul algebric creat de pe fundamentul lui Jan Łukasiewicz 
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e cunoscut ca algebra Łukasiewicz-Moisil. Cu referire la logica multivalentă investigată la un 

nivel algebric de Moisil, Solomon Marcus a apreciat că originalitatea ei constă în faptul că 

“reţine din structura conceptelor vagi nu atât aspectul impreciziei, cât pe acela al nuanţării” - vezi 

[Moisil, 1975]. Deschiderea de orizont dată de conceptul de set fuzzy, a fost remarcată de Moisil, 

care, în prefaţa acestei cărţi (una din  primele apărute în România, despre logica fuzzy), spunea: 

“această idee putea fi înţeleasă ca extensia unui predicat în logica cu o infinitate de valori.” Ca şi 

Zadeh, el dădea o semnificaţie logicii cu o infinitate de valori şi afirma că această semnificaţie 

putea interesa un domeniu al tehnicii: teoria automatelor şi teoria sistemelor. Moisil mai explică 

în prefaţa cărţii: ”Logicile cu un număr finit de valori puteau fi concepute ca aproximări ale unei 

logici cu o infinitate de valori. Totuşi, dezvoltând studiul logicii predicatelor şi relaţiilor în cazul 

polivalent, ne-am lovit de o dificultate care ne-a părut foarte importantă. Propoziţiile de 

identitate  a = b nu puteau avea decît două valori. […] Numai studiind teoria clasificării 

automate am înţeles care e calea de urmat pentru construirea unei teorii a predicatelor în logica 

cu mai multe valori, teorie care să cuprindă şi identitatea. Prezentele lecţii au fost elaborate 

pentru înţelegerea acestei direcţii: identitatea, în logica cu mai multe valori, nu e decât o 

clasificare. Or, aceasta ne-a condus la înţelegerea dificultăţilor întâlnite de aceia care ar fi vrut să 

întrebuinţeze matematica, dar care aveau de a face cu concepte prost definite: fuzzy, nuanţat, 

precum şi dificultăţile filosofice de care se loveau cei care întrebuinţau statistica în studiul 

fenomenelor necantitative.” Să remarcăm şi distincţia care se face între statistica fenomenelor 

cantitative şi logica fuzzy, care se pretează fenomenelor necantitative, distincţia între 

“randomness” şi “fuzziness.” 

Acceptarea principiului incompatibilităţii s-a tradus în realismul abordării unor probleme 

nedeterminate -  majoritatea acestor probleme fiind de clasificare.  S-a vorbit de o schimbare 

oficială de paradigmă epistemologică, în sensul acceptării datelor imprecise şi  / sau de natură 

subiectivă, date, în fapt, inerente multor probleme reale, sisteme complexe etc., şi care, până mai 

înainte, nu puteau intra în corpusul “riguros” al ştiinţei. În câteva decenii, lumea ştiinţifică, chiar 

şi cea a ştiinţelor “exacte”, a devenit conştientă de faptul că, practic, întotdeauna operăm cu 

informaţii imprecise, cu aproximaţii într-un anumit GRAD, cu informaţii subiective (conform  

perspectivei din care privim) În logica fuzzy, în loc de valori de adevăr, există “grade de 

adevăr”. Folosind conceptul creat de Virgil Negoiţă, am putea spune că atitudiniea omului de 
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ştiinţă a “suferit” un proces de “pullback”, de desituare, sau, mai precis, de resituare faţă de 

“imperfecţia” datelor.  

 

 

II.2.2. Domeniul posibilului: o fuziune fuzzy a diverselor tipuri de cunoştinţe 

 

II.2.2.1. Teoria fuzzy şi teoria posibilităţilor 

 

În 2002, apărea o culegere de texte  “Fuzzy logic: a framework for the new millennium” 

[Dimitrov, 2002], ale cărei părţi se intitulau “Understanding Society, Mathematics, Modelling 

and Control Systems”. Prima parte punea în discuţie diferite aspecte ale fuziologiei, o disciplină 

care se ocupă cu “fuziness inherent in human knowledge”, a doua parte explora fundaţiile 

matematice ale “soft computing, iar a treia parte se referea la aplicaţiile inginereşti. S-a enunţat şi 

un Principiu al Conectivităţii în Dinamică: “Niciun lucru sau fiinţă nu pot exista doar în sine sau 

pentru sine însuşi, ci numai în relaţie dinamică cu alte lucruri şi fiinţe. Într-un cadru al 

dinamicităţii proceselor, cadrul proriu lumii vii, Fuzitatea apare şi ca imagine şi concept de 

aproximare (măsură) a influenţei / prezenţei unei multitudini de factori,  multitudine imposibil de 

precizat”. Să ne amintim şi că Zadeh propunea să ne inspirăm din capacitatea omului de a 

raţiona, a rezuma şi a lua decizii într-un mediu al impreciziei, incertitudinii şi cunoştinţelor 

parţiale, pentru a apropia nivelul inteligenţei artificiale de nivelul de inteligenţă uman. Tot  

Zadeh, cel care a definit teoria fuzzy ca “precizie  a impreciziei (n.n.: precizie maximală în 

condiţii de imprecizie)”, avertizează asupra riscurilor pe care le poate implica această teorie, 

apelând, de exemplu, la ‘sorites paradox’. Traducem acest paradox în lumea GIS(‘Geographical 

Information System’). Să presupunem că vrem să ajungem din reşedinţa judeţului A în reşedinţa 

judeţului vecin, B - pentru acesta, plecăm din A şi facem paşi înspre B. Cum pasul e foarte mic 

comparativ cu distanţa de parcurs, putem raţiona după regula: printr-un singur pas nu trecem din 

A în B; totuşi e cert că după un timp ajungem în B. Paradoxul constă în întrebarea: la al câtelea 

pas ajungem în B? În mod natural nu ne interesează să precizăm acestă informaţie – acestă 
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precizare ar fi şi foarte costisitoare, presupunând nişte condiţii practic imposibil de atins. Să 

observăm că în raţionamentul aproximativ iterarea unei reguli se face într-o anumită măsură 

(grad). Să reţinem că logica fuzzy, deşi utilă în rezolvarea multor probleme de clasificare 

complexe, cu date imprecise, trebuie aplicată cu precauţii.    

   

Spre deosebire de teoria probabilităţilor, teoria fuzzy îşi propune captarea informaţiilor 

mai degrabă calitative, decât cantitative. Aşa cum am menţionat, conceptul de fuzzy  are o 

legătură privilegiată mai degrabă cu domeniul plauzibiului / posibilului  decât cu cel al 

probabilului, probabilul fiind văzut ca o restrângere / probă a posibilului. Ceea ce a fost 

evidenţiat şi în [Zadeh, 1978]. Teoria posibilităţilor, pe care o introduce Zadeh, e văzută ca o 

generalizare a teoriei probabilităţii, diferenţele majore faţă de aceasta fiind că: 

1. ��ç è é� � 9k\49?��ç�, ��é�@ faţă de     5�ç è é� � 5�ç� � 5�é� ,   
pentru A şi B disjuncte (ceea ce nu e o condiţie necesară pentru prima egalitate), p(A) fiind 

posibilitatea asociată evenimentului A.  

2. Posibilitatea unui eveniment nu condiţionează posibilitatea complementului său:  

 ��çê� � ��ç� H 1.  Aceasta e o relaţie care, în domeniu clasificării se traduce într-o  

eventuală suprapunere a claselor. Conceptul de posibilitate îl induce pe cel de necesitate: T�ç� A 1 � ��çê�, inegalitatea de mai sus devenind T�ç�  p ��ç� 
 

Şi Bart Kosko [Kosko, 1991] a arătat că probabilitatea e un caz special al posibilităţii. El a folosit 

o formulare uşor diferită pentru seturile fuzzy, în care funcţia caracteristică a unui set fuzzy era 

înlocuită cu gradul în care un set poate fi considerat subset al altui set – putem formula imediat  

acest lucru în termeni de clasificare!  
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II.2.2.2. Teoria fuzzy şi bazele de cunoştinţe (sistemele expert) cu informaţii incerte / “granulate” 

 

De multe ori avem şi vrem să valorificăm informaţii imprecise, vagi, imposibil de exprimat cu 

exactitate, e.g., ce se pot cere imaginiile cu persoanele de rasă caucaziană (ne aflăm în domeniul 

sistemelor expert de tip fuzzy).   

Să presupunem afirmaţiile: 

A) Există viaţă pe Marte. 

B) Nu există viaţă pe Marte. 

Nu ştim să decidem între A) şi B). Într-o stare completă de ignoranţă toate lumile sunt posibile $ 

avem presupunerile p(A) = p(B) = 0.5. Totuşi, 0.5 e o valoare prea mare pentru prea puţine 

cunoştinţe, adică evidenţe. Teoria Dempster-Shafer a evidenţei, operează în domeniul 

probabilităţilor. Plecând de la regula bayesiană, regula de combinare Dempster-Shafer, schimbă 

presupunerile în lumina unor noi evidenţe. Această teorie diferenţiază între credibilitate, care 

corespunde numărului de  evidenţe în favoarea unei  propoziţii, care ar corespunde probabilităţii, 

şi plauzibilitate, care ar corespunde posibilităţii. Analog modului de definiţie a  necesităţii din 

teoria posibilităţii (vezi subsecţiunea anterioară), credibilitatea e definită prin relaţia  jgiS4´4h4wkwi�ç� A 1 � �hkeÃ4´4h4wkwi�çê� (prin antonimie, diferenţa între credibilitate şi 

plauzibilitate e aceea dintre lipsă de încredere şi respectiv neîncredere). În [Zadeh, 1986] se 

“luminează” simplu şi clar teoria Dempster-Shafer (TDS) din perspectiva bazelor de date 

relaţionale, ca o inferenţă asupra relaţiilor de ordinul 2, adică a relaţiilor ale căror intrări sunt 

relaţii de ordinul 1. În aceste relaţii atributele au o distribuţie de posibilitate, putând lua valori 

într-un interval - putem spune ca informaţia ni se prezintă granular (incertitudinea ia forma 

granularităţii). Interogarea Q asupra unor baze date cu astfel de informaţii presupune un răspuns 

format din două părţi, necesitatea şi posibilitatea: R(Q) = ( N(Q), Π(Q) ), care corespund 

credibilităţii şi respectiv plauzibilităţii din TDS. Zadeh arată că acestea pot fi interpretate ca prag 

inferior şi respectiv superior ale probabilităţilor lui Q. N(Q) şi Π(Q) reprezintă rezultatul unor 

medieri – într-o “ball box analogy” o bilă corespunde unei valori a atributului pe care îl avem în 
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vedere şi o cutie corespunde unei granule, granulele putându-se suprapune, poziţia bilei în cutie 

nefiind precizată. E important să diferenţiem între o bilă pusă în cutie şi o bilă aflată în cutie 

(pentru C1 ë C2 putem avea mai multe bile puse în C1,decât în C2). Prin această analogie 

necesitatea şi posibilitatea corespund operaţiilor morfologice de eroziune şi respectiv 

dilatare, cu acelaşi tip de dualitate. 

 

 Problema normalizării 

Întrebare: cum tratăm atributele “nedefinite”, adică care pot lua valoarea NULL, şi informaţiile 

contradictorii dintr-o bază de date? Necesitatea soluţionării acestei probleme apare în multe 

situaţii practice. Un exemplu de atribut nedefinit e “vârsta” unei maşini (vm) aparţinând lui x:  

dacă x nu are maşină, vm(x) = NULL. Într-o stare de ignoranţă completă, când toate lumile sunt 

posibile, NULL corespunde valorii “orice”. În teoria DS a evidenţei nu se ţine cont de valorile 

NULL  - lumi închise: nu ştiu P $ ignor P, spre deosebire de lumi deschise: nu ştiu să  nu fie P $ “culeg” informaţia “P e posibil” -, ceea ce, s-a arătat în multe rânduri, e.g. în [Zadeh, 1979] 

sau [Zadeh, 1984], duce la rezultate contrare intuiţiei. Există şi abordări mai complexe, e.g. 

introspecţia: X nu ştie P $ X ştie că nu ştie P, dar şi ‘default reasoning’: presupun ceea ce nu pot 

verifica că nu e adevărat, e.g. presupun că toate bufniţele polare sunt albe. De asemenea se pune 

problema consistenţei informaţiei: cum tratăm o informaţie nouă în contradicţie cu cea existentă. 

Informaţie care poate veni de la o altă sursă. Prin prisma bazelor de date relaţionale, în [Zadeh, 

1986] se stabileşte o concluzie importantă privind regula de combinare Dempster-Shafer: în 

cazul unor atribute definite, intersecţia atributelor asociate cu o intrare (n.n.: un rând într-o tabela 

care ţine o relaţie de ordin 2, conform  cu două surse diferite) nu poate fi vidă, adică relaţia 

trebuie să fie ‘conflict free’. În limbajul distribuţiilor granulare, două distribuţii D1 şi D2 sunt 

combinabile conform  regulii DS numai dacă există o relaţie ‘conflict free’ care să le cuprindă.  

Roboţii dispun de senzori (bazaţi pe radar, raze X, video-camere, sunete, etc.), primind multe 

informaţii ce trebuie procesate, dar adesea aceste informaţii sunt contradictorii într-un grad mai 

mic sau mai mare. Robotul trebuie s-o prelucreze în mod automat aceste informatii 

““paradoxiste” şi să ia singur o decizie. Fuziunea acestor informaţii conflictuale, paradoxiste, în 

ştiinţă e o problemă veche nerezolvată în întregime de teoriile existente Dempster-Shaffer, 
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Dubois-Prade, TBM a lui Smets, ori regula de combinare a lui Yager etc. Conform wikipedia: 

“Ca generalizare a Teoriei Dempster-Shafer a evidenţei (TDS), Teoria Dezert-Smarandache 

(TDSm) a raționamentului plauzibil și paradoxist permite combinarea formală a oricărui fel de 

informații: certe, incerte, paradoxale. Teoria DSm poate furniza informații complexe și rezolva 

probleme în care TDS nu se aplică, în special când conflictele (paradoxurile) între surse devin 

mari și când rafinamentul cadrului de discernământ (n.n.: vezi definiţia de mai jos a “seturilor 

grosiere”) e imposibil din cauza naturii imprecise, vagi, relative a elementelor” – vezi şi 

[DSmT]. 

Aceste teorii se dovedesc utile mai ales în cadrul sistemelor expert. Logica clasică e explozivă: 

putem deduce orice dacă admitem o contradicţie. Se impune să cooperăm cu informaţia 

contradictorie, fie şi numai păstrând-o pentru a o clarifica ulterior. În cadrul unor logici 

paraconsistente – putem rezolva inconsistenţa prin retragerea, selectarea, reviziurea sau rafinarea 

presupunerilor, principiul general fiind acela al schimbării minime. Dacă Kurt Gödel a 

demonstrat matematic, prin teoremele sale, incompletitudinea sistemelor formale şi 

imposibilitatea demonstrării necontradicției sistemelor formale cu mijloacele sistemului însuși, 

în limbajul bazelor de date acesta se traduce în imposibilitatea unei baze de date complete, adică 

a unei baze conform  căreia orice propoziţie adevărată se poate deduce, şi respectiv a unei baze 

de date verificate, adică a unei baze conform  căreia orice propoziţie dedusă e adevărată.  

În [Zemankova & Kandel, 1984] se propune conceptul şi implementarea unei ‘Fuzzy Relational 

Database’ – o abordare realistă a naturii imprecise a informaţiilor cuprinse în multe baze de date. 

Dacă în cazul bazelor de  cunoştinţe (sistemelor expert) clasice, cunoştinţa e o presupunere 

dovedită a fi adevărată, în cazul bazelor de  cunoştinţe, cunoştinţa e parţial adevărată. O altă 

extensie e aceea a combinării a surse de informaţie diferite, cu grade de credibilitate diferite. 

 

II.2.2.3. Concluzii 

 
Atuurile majore ale logicii fuzzy sunt date de capacitatea de a opera, într-un cadru unitar, 

cu mai multe tipuri de informaţie (de neînlocuit în cunoaşterea umană): probabilistică / 

posibilistică, gradată şi granulată.  
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În ce priveşte informaţia de tip  probabilistic / posibilistic, probabilitatea poate corespunde 

frecvenţei relative, cum e cazul tehnicilor de decizie pe bază de vot (tehnici de care vom face uz 

şi noi în capitolul IV), e.g. transformarea Hough. Informaţia de tip  posibilistic corespunde mai 

degrabă unei informaţii calitative, decât cantitative. 

Gradaţia şi granularitatea sunt două concepte înrudite, corespunzând modului în care se 

generalizează noţiunea de egalitate în cazul mulţimilor fuzzy: două obiecte sunt considerate 

similare, într-un anumit grad, dacă aparţin aceleiaşi clase (granule). În logica fuzzy orice 

element / propoziţie poate avea un grad de apartenenţă /compatibilitate /credibilitate la o 

clasă / concept / variabilă lingvistică  sau aserţiune. Variabila fuzzy are un domeniu granulat -  

prin granulă înţelegem o grupare de valori în interiorul căreia nu putem discerne aceste valori: 

gruparea se face după criterii de indiscernabilitate, similaritate sau  proximitate.   

  

Fig. II.2.2_1 [fz lz] de granulaţie: variabila lingvistică “Vârstă” poate lua valorile granulare: 
“tânăr”, “între două vârste” şi “bătrân”. Figura următoare: se poate granula şi o funcţie, care 
prin generalizare poate fi văzută ca o schemă de inferenţă. 

Conform [fz lz] "if in bivalent logic, one writes and draws with a ballpoint pen, in fuzzy logic, 

one writes and draws with a spray pen which has an adjustable and precisely defined spray 

pattern". O alternativă la variabilele / seturile fuzzy în ce priveşte raţionamentul în condiţiile 

granularităţii şi indiscernabilităţii sunt seturile grosiere (‘rough sets’). Pentru o mulţime A se 

definesc: 

1. aproximaţia superioară a lui A: çê �  ¨� + N/�| � Å ç d  ì© 
2. aproximaţia inferioară a lui A: çê �  ¨� + N/�í � î ç © 
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, g fiind o granulă corespunzătoare definirii unei relaţii de similaritate � peste N (N/� se numeşte 

cadrul de discernământ). Seturile grosiere se folosesc în ‘data mining’, pentru deducerea de 

dependenţe funcţionale. Să remarcăm asemănarea definiţiilor de mai sus cu definiţiile pentru 

operaţiile morfologice de eroziune şi dilatare, operaţii evidenţiate şi la II.2.2.2.   

Mulţimile fuzzy adaugă o nouă dimensiune evaluării noastre prin ordonare, gradare, 

mulţimea fuzzy putând fi văzută ca o mulţime de mulţimi ‘crisp’ (vezi şi teorema de prezentare 

Negoiţă-Ralescu). Logica booleană clasică este privită ca un caz limită (particular) al logicii 

fuzzy, iar probabilitatea ca un caz particular al posibilităţii. 

Teoria fuzzy oferă un instrument matematic pentru reprezentare cunoştinţelor umane de forma 

regulilor, pentru formularea lingvistică a informaţiei, informaţie de multe ori imposibil de 

cuantificat numeric. Cunoştinţele sunt interpretate ca o mulţime de constrângeri elastice - în 

cazul bazelor de date relaţionale, menţionat mai sus, acestea înseamnă relaţii de ordin 2 

(intervale) - asupra unei mulţimi de variabile, inferenţa fiind un proces de propagare a 

constrângerilor elastice. 

 

II.2.3. Conceptele de bază ale logicii fuzzy 

 

II.2.3.1. Matematica fuzzy 

 

Se poate spune ca matematica fuzzy a ajuns la o maturitate care a deschis şi poate deschide pârtii 

largii aplicaţiilor inginereşti, practica fuzzy consacrând această matematică. E interesant de 

observat că această practică provine şi vine mai ales din domeniul disciplinelor “computer 

science”. Dacă, exagerând sensul unor tendinţe dominante ale epocilor, începând cu “prima 

revoluţie ştiinţifică”, aceea a Renaşterii, şi până în urmă cu câteva decenii, doar “ştiinţele exacte” 

“garantau adevărul”, acestea fiind considerate în fapt singurele “cu adevărat” ştiinţe, în 

contemporaneitate, la “a doua revoluţie ştiinţifică”, aceea a noii “ere informatice”, informatica 

pare să aibă cea mai mare greutate în a garanta validitatea unei noi teorii. Oricum e clar ca, odata 

cu teoria fuzzy putem vorbi de o nouă paradigmă  de cunoaştere ştiinţifică. Precum am arătat 
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anterior, acestă teorie plecând de la cautarea soluţionării unor probleme de clasificare, probleme 

dintre care cele mai multe intră în aria inteligenţei artificiale, problema noastră de CI, legată 

intrinsec teoriei fuzzy , devine, în contextul precizat în rezumat-ul lucrării, o problemă cu o 

multitudine de forme, în cele mai (aparent) diverse domenii. Ca ingineri ne interesează noua 

instrumentaţie a logicii fuzzy din punct de vedere al procesării informaţiei, al deciziei şi 

controlului proceselor.  

În [Flondor, 2003] se remarcă: “ceea ce algebra booleană e pentru logica clasică, e algebra MV 

(many-valued) pentru logica Łukasiewicz, raţionamentul aproximativ putând fi modelat în 

algebrele MV [...] Prin funcţiile Mc. Naughton algebrele MV pot fi aplicate în studiul reţelelor 

neurale”. În articol se găseşte o conexiune între algebrele MV libere şi haosul deterministic, 

văzut ca dinamică prin substituţii între stări modelate printr-o algebră MV, şi se evidenţiază 

caracterul topologic al raţionamentului aproximativ şi caracterul trunchiat al operaţiei de 

adunare în algebrelor MV, caracter prin care se pot. descrie mai compact automatele finite 

deterministe şi reţelele neurale. 

În [Neumaier, 2003] se vorbeşte de o abordare a modelării fuzzy pornind de la conceptul de 

surpriză, abordare care “are o interpretare semantică consistentă - mai puţin ambiguă decât în 

cazul conceptului de posibilitate, permite combinarea informaţiilor cantitative cu cele calitative, 

e o extensie directă a metodelor celor mai mici pătrate de reconciliere a conflictelor generate de 

date numerice aroximative, se pretează la optimizarea prin intervale şi permite o abordare directă 

a construirii familiilor de funcţii consistente cu memorii asociative de tip fuzzy precum cele 

utilizate în controlul fuzzy”.  

Pe baza măsurii fuzzy s-a definit, într-o manieră asemănătoare integralei Lebesgue,  integrala 

fuzzy care permite o abordare generală a problemelelor de decizie multicriterială [if fl] şi de 

clasificare supervizată [Grabisch et al., 2000], fiind folosită ca pas de agregare peste mai multe 

atribute. Apartenenţa la o clasă se defineşte ca tipicalitate a valorilor, sau drept compatibilitate a 

elementului cu clasa. 

În teoria măsurării, dar şi în practica senzorilor fuzzy s-au încetăţenit scările fuzzy (‘fuzzy 

scales’) – prin care măsurarea asociază unei stări un set fuzzy de simboluri (cuvinte), spre 
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deosebire de scările nominale prin care măsurarea asociază unei stări un simbol, fiind convertite 

numai relaţiile de echivalenţă (în relaţii de egalitate). 

 

 Clasele fuzzy 

Din punct de vedere matematic, apartenenţa la o clasă corespunde definiţiei unei relaţii de 

echivalenţă, find o relaţie reflexivă, simetrică şi tranzitivă. Aceste relaţii se pot relaxa prin 

eliminarea condiţiei de tranzitivitate – raţionamentul aproximativ (inferenţa fuzzy) nu poate fi 

aplicat iterativ (vezi ‘Sorites paradox’). Obţinem o relaţie de similaritate. Acest tip de relaţie 

corespunde clasificării fuzzy, care permite suprapuneri parţiale ale claselor. 

 

II.2.3.2. Mulţimi şi partiţii fuzzy  

 

Teoria clasică a mulţimilor a fost fundamentată de Georg Cantor (1845 - 1918). In această teorie, 

în cadrul unui univers al discursului, U, care conţine toate elementele posibile, o mulţime de 

elemente e formată din elemente cu aceleaşi caracteristici. Apartenenţa unui element la o 

mulţime e totală (100%) sau deloc ( 0%). 

Din perspectiva teoriei mulţimilor există doar două predicate fundamentale: egalitatea şi 

apartenenţa. În cazul mulţimilor generalizate ambele pot fi generalizate. În teoria fuzzy doar 

apartenenţa poate fi generalizată. În cazul teoriei clasice a mulţimilor, funcţia de apartenenţă  

(f.a.) se mai numeşte  funcţie caracteristică a mulţimii, codomeniul ei fiind ¨0,1©. Funcţii de 

apartenenţă tipice pentru reprezentarea unui set fuzzy, având codomeniul [0,1] sunt sigmoida, 

gaussiana ş.a.m.d. Însă din considerente de  efort de calcul, în practică, cele mai folosite sunt 

funcţiile liniare. 
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Fig. II.2.3_2 Un exemplu clasic de 
reprezentare fuzzy: reprezentarea 
conceptului de “om înalt” 

 

 

 

 

 

În logica booleană / convenţională avem doar două valori de adevăr: 0 (FALSE) şi 1 (TRUE). În 

logica fuzzy avem un interval pentru valorile de adevăr posibile: [0,1] În Fig.1. e ilustrată 

diferenţa între logica booleană şi cea fuzzy: dacă în primul caz există o delimitare clară între cele 

două valori de adevăr, în al doilea caz există o zonă de nedeterminare, în care valoarea de adevăr 

poate fi 0 şi 1 în acelaşi timp, într-o anumită măsură dată de gradul de apartenenţă.  

 

Fig. II.2 3_1 Ilustrarea mulţimilor “TRUE" şi 
“FALSE" în (a) logica booleană şi (b) cea fuzzy 

 

Teoria mulţimilor clasice se bazează pe logica bivalentă a terţului exclus: un obiect nu poate 

aparţine simultan unei mulţimi şi complementului sau. În teoria mulţimilor fuzzy un obiect poate 

fi membru al mai multor mulţimi, cu grade de apartenenţă distincte la fiecare mulţime. Putem 

spune că gradul de apartenenţă al unui obiect la o mulţime fuzzy exprimă compatibilitatea 

obiectului cu termenul lingvistic reprezentat de mulţimea fuzzy.  

Def.: O variabilă linvistică are ca valori termeni lingvistici într-un limbaj natural sau artificial. 

De exemplu, dimensiunea unui obiect e o variabilă lingvistică, care poate lua valorile “mică”, 

“medie” şi “mare”. 



116 
 

Întreaga reuşită practică a folosirii logicii fuzzy depinde de alegerea corectă a funcţiilor de 

apartenenţă pentru fiecare situaţie concretă analizată. Nu există o metodologie  generală pentru 

stabilirea formei f.a.. 

Def.: Pentru o variabilă lingvistică, căreia îi corespunde o mulţime fuzzy A, se poate partiţiona 

această mulţime în mai multe submulţimi fuzzy Ai, adică  �ïð p �ï.  Un element k + ç poate 

avea grade diferite de apartenenţă la Ai. Dacă notăm aceste grade cu e�, adică f.a. pentru Ai, e� 
poate fi interpretat drept probabilitatea ca k + ç� și dacă impunem condiţia 

8e� � 1�  

Aceasta se numeşte partiţie fuzzy probabilistică. Să observăm şi că probabilitatea şi fuzitatea pot 

colabora. Aceasta se întâmplă mulţumită relaxării pe care o induce conceptul de fuzzy. 

Deşi conceptul de fuzzy şi cel de probabilitate sunt similare, ambele aparţinând domeniului 

impreciziei, putându-se combina cunoştinţele fuzzy cu cele probabilistice, există diferenţe de 

categorie între ele. Probabilitatea ţine mai mult o numărătoare, schimbăndu-se odată ce 

achiziţionăm noi date, în timp ce fuzitatea ţine mai mult de simţul comun, de intuiţia formată în 

timp. Într-un fel, fuzitatea încercă să se ocupe de adevăr, fie el parţial (într-un anumit GRAD), în 

timp ce probabilitatea încercă să se ocupe de asemănare. Uneori pot echivala din punct de vedere 

cantitativ cele două măsuri ale impreciziei. Dacă, de exemplu, 60% din populaţie crede că ceva e 

adevărat, atunci acel ceva poate fi considerat ca adevărat într-un grad de 0.6. O proiectare fuzzy 

are în vedere o judecată umană - Zadeh a evidenţiat că, în general, oamenii au o remarcabilă 

însuşire de a cuantifica o funcţie de apartenenţă, adică a alege pe o scară de la 0 la 1 gradul de 

adevăr al unei propoziţii - şi un context. 

La început teoria fuzzy a lui Zadeh a fost întâmpinată defavorabil de multă lume. Argumentul cel 

mai tare era că funcţiile de apartenenţă au o inerentă componentă subiectivă. William Kahan 

sustinea cum că logica fuzzy întreţine “gândurile ilogice, neverificabile logic”, numind logica 

fuzzy "cocaine of science" [McNeill & Freiberger, 1993]. Într-adevăr, conform  paradigmei 

moderne de cunoaştere, a aşa-ziselor “ştiinţe exacte”, logica fuzzy părea prea permisivă. 

Profesorul Rudolph Kalman, fost student al profesorului Zadeh, afirmă: “lucrurile apar “fuzzy” 

(n.n.: în ceaţă) până când le înţelegem. Kalman mai spune: “Aş dori să comentez pe scurt 
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prezentatrea profesorului Zadeh. propunerile sale ar putea fi criticate sever, şi chiar feroce, din 

punct de vedere tehnic. […] Şi totuşi o întrebare rămâne: profesorul Zadeh prezintă idei 

importante sau se complace în propuneri nerealiste?” [fz lz] Cel puţin sumedenia de aplicaţii 

practice au răspuns clar la această întrebare. 

Formalizat, mulţimea fuzzy A definită pe mulţimea univers al discursului X e o mulţime de 

perechi ordonate: 

ç �  ¨�ï�\�/\©, 
unde �ï�\� reprezintă funcţia caracteristică sau de apartenenţă a lui x la mulţimea A. Semnul ‘/’ 

e folosit doar pentru a delimita valoarea reală x de valoarea funcţiei de apartenenţă �ï�\�. 
Funcţia de apartenenţă (f.a.) se defineşte pe intervalul de valori posibile ale lui x cu valori în 

intervalul [0,1]: �ï�\� $ ?0,1@ 
Observaţie: În teoria mulţimilor există doar două predicate fundamentale: apartenenţa şi 

egalitatea. În teoria mulţimilor generalizate, ambele ! pot fi într-un anumit grad, adică fuzzy (în 

cazul seturilor fuzzy doar apartenenţa poate fi într-un anumit grad).  

Dacă funcţia de apartenenţă e discretă, atunci mulţimea fuzzy A se scrie:  

ç � 8�ï�\��]
�(
 /\� 

Observaţie: Pe lângă faătul că e compactă, această notaţie facilitează scrierea matriceală a 

relaţiilor fuzzy, care nu sunt altceva decât produse carteziene între mulţimi fuzzy.  

 

Fig. II.2.3_4  Câteva caracteristici ale unei 
mulţimi fuzzy (de formă trepezoidală). În cazul 
mulţimilor crisp, pentru intervalele ZI, f.a. s-ar 
fi anulat.  
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Tăieturile (‘ñ-cut’) / nivelele (închise) ale unui set fuzzy sunt fundamentale în teoria seturilor  

fuzzy. Caracterizarea seturilor prin tăieturi, adică çX � ¨\/�ï�\� H Ö© , o dă teorema de 

reprezentare Negoiţă-Ralescu. Conform acestei teoreme o aplicaţie descrescătoare de la [0,1] 

la P(X) care satisface convergenţa: ç � Å!ò ç! corespunde unui ! unic set fuzzy în X. Şi 

reciproc: nivelele ç� � ale unui set fuzzy sunt o aplicaţie descrescătoare de la [0,1] la P(X) care 

satisface convergenţa de mai sus. Observaţii:  

1) Putem spune că teorema de reprezentare de mai sus leagă matematica clasică / mulţimile 
clasice de cea / cele fuzzy. Mulţimea fuzzy poate fi văzută ca o mulţime de mulţimi ‘crisp’. 

2) Pe baza ó-cut se definesc operaţii între numere fuzzy. 

3) ó din ó-cut poate fi văzut ca un nivel de apoximare al setului (sau numărului) fuzzy. 

  

 Proprietăţi ale mulţimilor fuzzy: 

- Normalitatea 

E o mulţime fuzzy A ce e normală dacă valoarea maximă a funcţiei sale de apartenenţă e 1: 

  ô��ï�\� � 1 

În caz contrar, mulţimea se zice subnormală.  

- Convexitatea 

E o mulţime fuzzy A se zice convexă dacă mulţimile  

  çX � ¨\/�ï�\� H Ö© sunt convexe b Ö + ?0,1@,  
ceea ce se  traduce în: orice tăietură de nivel H T e un singur interval. Sau în: 

õ�ö�\
� � �1 � õ��ö�\�� H �ö�õ \
�·�ö?�1 � õ�\�@,   b \
, \� + X şi õ + [0,1]; dacă această 

inegalitate e strictă, ceea ce corespunde mulţimilor çX  strict convexe (adică mijlocul unui 

segment cu capetele în mulţime e în interiorul mulţimii), A se zice puternic (‘strong’) convexă. 

Observaţie: A convexă ÷ �ï convexă       
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Fig. II.2.3_5. mulţime fuzzy 

convexă, respectiv mulţime 

fuzzy neconvexă [Zadeh, 

1965] 

 

 

 

Def.: Un număr fuzzy e o mulţime fuzzy definită pe ¡, normală, convexă şi cu f.a. continuă pe un 

suport compact. Acest număr se reprezintă de obicei ca o familie de T-tăieturi, sau ca o f.a. 

discretizată: 

 

Fig. II.2.3_6 Un număr fuzzy. În Fig. II.2.2_4  am 
reprezentat un număr fuzzy trapezoidal 

 

 

- Valoarea singulară (‘singleton’) 

E o mulţime fuzzy reprezentată de o singură valoare. Exemplu: presupunem X e universul 

intensităţilor gri şi avem 3 mullţimi fuzzy care acoperă X: “închis” (la culoare), “deschis” şi gri. 

Fiecare mulţime poate fi  reprezentată de către o valoare singulară: “închis” de o valoare 

apropiată de negru (absolut cu intensitatea 0), “deschis” de o valoare apropiată de alb (alb 

absolut cu intensitatea 255 în cadrul unei reprezentări a intensităţii în [0,255]) şi “gri” de o 

valoare “la mijloc” (128). 

 

 Operaţii cu mulţimi fuzzy 

 - Intersecţia  
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 E analoagă cu operaţia ŞI logic, luându-se minimul: ç�\� Å é�\� � ∑ �ï�\�·� �=�\� 
 

 

Fig. II.2.3_7  Intersecţia a două mulţimi fuzzy 

 

 

Observaţii: 

- Dacă în cazul seturilor ‘crisp’ întrebarea pentru intersecţia a două seturi e: “Ce elemente aparţin 
ambelor seturi?”, în cazul seturilor fuzzy întrebarea e: “Ce elemente aparţin într-un anumit grad 
ambelor seturi?” (în cazul seturilor fuzzy, un element poate aparţine mai multor seturi în grade 
diferite) 

- Intersecţia se poate defini prin orice normă triunghiulară (T). ç  şi é convexe $ ç Å é convexă 

 Reuniunea    

E analoagă cu operaţia SAU logic, luându-se maximul: 

ç�\�  è  é�\� � 8�ï�\�ô� �=�\� 
Observaţii: 

1) Reuniunea se poate defini prin orice conormă T.  

2) Operaţiile fuzzy de reuniune  şi intersecţie se pot generaliaza la o structură de latice. 

 

Fig. II.2.3_8  Reuniunea a două mulţimi fuzzy 

 

 

 

 - Complementul  
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E analoag cu operaţia NU logic: 

çê�\� � 81 � �ï�\��  

 - Combinaţia convexă 

E un operator liniar care combină mai multe mulţimi fuzzy într-una singură, folosind ponderi 

asociate fiecărei mulţimi. Conform definiţiei combinaţiei convexe, aceste ponderi sunt pozitive şi 

au suma 1.   

Generalizare conform  [Zadeh, 1965]: Să luăm cazul combinaţiei convexe a două mulţimi A şi B. 

Putem combina convex aceste mulţimi prin intermediul unei a treia mulţimi Λ: 

 ¨ç, é;Λ© � Λ A � CΛB,            CΛ fiind complementul lui Λ 

 În termeni de f.a.  avem: 

��ï,=;Λ��\� � �Λ�\��ö�\� � ?1 � �Λ�\�@�ù�\�,    b \ + N   (*) 

O proprietate de bază a unei combinaţii convexe spune că: 

çúé ë ¨ç, é;Λ©  ë  çûé,     b Λ 

Această proprietate e o consecinţă imediată a inegalităţilor: 

94T?�ö�\�, �ù�\�@  p  õ �ö�\� � �1 � õ��ù�\� 
p  9k\?�ö�\�, �ù�\�@, b õ + ?0,1@  

E de remarcat că  b C un set fuzzy cu çúé ë 7 ë  çûé, 

C se poate scrie ca o combinaţie convexă de A şi B, luând �Λ�\� � �ü���' �ý����þ���' �ý��� în relaţia (*). 

 - Concentrarea fuzzy 

E o reducere a gradului de apartenenţă, prin ridicare la o putere n >1 a valorilor f.a.. Dual, prin 

ridicare la o putere 1/n a valorilor f.a putem obţine o 6 
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are (vezi şi calificatorii fuzzy menţionaţi mai jos). 

După [Zadeh, 1965], dăm câteva teoreme legate de mulţimi fuzzy convexe pentru că, în general, 

clasificarea se face în clase / mulţimi convexe (vezi, pentru exemplificare şi secţiunea 

“Definirea formei spaţiului unei probleme de recunoaştere nedeterminate şi modelarea acestuia. 

Cazul recunoaşterii pielii”): 

Nucleul unui set fuzzy convex e convex – putem aproxima clasa la nucleul ei. 

Fie A un set fuzzy cu suport mărginit şi fie Mö � Sup�µö�x�. Mö se numeşte gradul maximal în 

A. Atunci � x)  în care Mö e atins esenţial, în sensul că, b ε a 0, orice vecinătate sferică a lui x) 

conţine puncte în setul Q�ε� � ¨x/µö�x� H   M �  ε©; în cazul 1-D, dacă setul A e puternic 

convex,  atunci  punctul x) e unic.  

Teorema de separare pentru seturi fuzzy convexe [Zadeh, 1965]: Fie A şi B seturi fuzzy n-D, 

cu suport mărginit şi fie Mö şi Mù gradele lor maximale, M fiind gradul maximal al setului ç Å é. Atunci gradul maxim de separare între A şi B e D = 1 – M. 

 

Fig. II.2.3_9  Un grad mai mare de separare între A şi B nu se poate realiza. Exemplificare 
pentru cazul 1-D [Zadeh, 1965] 

Acestă teoremă are o importanţă specială: se poate demonstra astfel utopia unor probleme de 

clasificare – clasificare – vom exemplifica în finalul secţiunii IV.3.5. 
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Dacă f.a. pentru un element x la un concept / clasă / descriptor lingvistic C e �P�\� � 0,5 

(punctul ‘crossover’), înseamnă că nu suntem deloc siguri dacă elementul aparţine sau nu 

conceptului: fuzitatea e la maxim. Legat de acest punct se dau definiţiile: 

Def.: Două submulţimi ale unei mulţimi fuzzy se numesc slab separate dacă �ïú= J 0,5 

Observaţie: Mai sus am definit partiţia fuzzy probabilistică. Definiţia mulţimilor fuzzy slab 

separate se poate folosi, conform  [Shakhatreh & Hayajneh 2010], la definirea unei partiţii fuzzy 

mai generale: se impune submulţimilor care partiţionează mulţimea să fie slab separate şi să 

acopere această mulţime. 

 

 Două exemple de aplicaţii concrete ale logicii fuzzy: 

1. Detecţia pixelilor de contur 

Datorită capacităţii abordărilor fuzzy de a reprezenta informaţiile imprecise sau neclare, acestea 

sunt mai puţin sensibile la alegerea parametrilor, cum ar fi valoarea de prag pentru un detector de 

contur. Putem stabili reguli de tip If-Then’ pentru a atribui fiecărui pixel o valoare reprezentând 

gradul de apartenenţă a acestuia la mulţimea pixelilor de contur, formând astfel o mulţime a 

potenţialilor pixeli de contur. Funcţiile de apartenenţă (f.a.) caracterizează diferenţele dintre 

nivelul de gri al pixelului-argument şi nivelele de gri ale pixelilor vecini. 

Pentru aceste diferenţe (în valoare absolută) se definesc două mulţimi fuzzy cărora le pot 

aparţine: mulţimea fuzzy a diferenţelor “mici" şi cea a diferenţelor “mari". F.a., alese liniar 

pentru simplitate, �_�� şi �_"�� sunt definite complementar: 

 

Fig. II.2.3_10  Funcţiile de apartenenţă ale diferenţelor de nivele de gri. 



124 
 

Pragul inferior, 5, e ales diferit de zero pentru a evita o prea mare sensibilitate la zgomot. Pentru 

aplicarea regulilor fuzzy ‘If-Then’ se folosesc 8 măşti pătrate de dimensiune 3x3, astfel: 

 

Fig. II.2.3_11 Măşti prin care cercetăm dacă pixelul din mijloc e pixel de contur 

Calculăm diferenţele de intensitate (în modul) dintre pixelul central şi pixelii notaţi cu S,  DS, şi 

L, DL. Regula fuzzy e:  

DACĂ toate diferenţele DS sunt mici ŞI toate diferenţele DL sunt mari  

ATUNCI pixelul central al măştii e considerat un posibil pixel de contur (‘Potential Edge Pixel’). 

Pentru fiecare mască Mi se calculează gradul de apartenenţă a pixelului 

central la mulţimea PEP: �É	É
� � ·?wvkwi �_���D��, wvkwi �_"���D
�@ 
După ce au fost calculate cele 8 valori reprezentând gradele de apartenenţă la mulţimea fuzzy 

PEP, pentru fiecare mască în parte, se calculează pentru pixelul central gradul final de 

apartenenţă la mulţimea fuzzy PEP: �É	É � ô���É	É
� � 
Pentru fiecare pixel din imagine se calculează gradul �É	É  de apartenenţă la mulţimea PEP şi, 

pentru o paletă a nivelelor de gri reprezentată pe 8 biţi, i se atribuie o valoare de nivel de gri = 

255 x �É	É: această  reprezentare poate fi privită ca valoare în modul unui operator de tip 

gradient; direcţia acestui gradient e dată de masca ce corespunde valorii maxime dintre cele 8 

valori �É	É
� . 

2. Algoritmul de clustering c-means fuzzy 

În practică există multe cazuri în care partiţiile nu sunt (complet) disjuncte, vectorii putând fi 

clasificaţi ca aparţinând mai multor partiţii. Conform wikipedia: “In hard clustering, data is 
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divided into distinct clusters, where each data element belongs to exactly one cluster. In fuzzy 

clustering (also referred to as soft clustering), data elements can belong to more than one cluster, 

and associated with each element is a set of membership levels. These indicate the strength of the 

association between that data element and a particular cluster. Fuzzy clustering is a process of 

assigning these membership levels, and then using them to assign data elements to one or more 

clusters”. Gradele de apartenenţă ale unui element la un cluster pot fi privite ca grad de 

compatibilitate al elementului la cluster. 

Observaţie: Putem pleca de la varianta clasică a algoritmului c-means – vezi spre sfârşitul 

capitolului 1 –  pentru a construi grade de compatibilitate / apartenenţă. Având centrele şi 

varianţele valorilor din fiecare partiţie, putem genera funcţii de apartenenţă pentru clasele / 

partiţiile respective. Obţinem o împărţire a spaţiului, pe baza cărora putem construi f.a. pe care să 

le folosim apoi pentru o anumită aplicaţie ce foloseşte logica fuzzy.  

 

 

 

 

 

Fig. II.2.3_11 Construcţia f.a. pe baza varianţei şi 
centrelor partiţiilor pentru cazul unor vectori 
bidimensionali. 

 

 

 

 

Algoritmul fuzzy c-means (FCM, Bezdek 1981) e cel mai cunoscut şi mai utilzat algoritm fuzzy 

de clustering. FCM încearcă partiţionarea unei colecţii finite X = {x1,...,xn}. Algoritmul întoarce 

o listă de c clustere C = {c1,...,cc} sub forma centrelor �� ale acestor clustere şi a unei matrice 
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[e�1] de dimensiune c x n, e�1 fiind gradul de apartenenţă a vectorului \1 la partiţia i. e�1 +?0,1@, cu 

8e�1 � 1, * � 1…T�
�(
  

(un element poate “ţine de” mai multe clustere, dar suma gradelor de apartenenţă e limitată la 1). 

Ca şi algoritmul c-means clasic se încearcă iterativ minimizarea unei funcţii-criteriu -  

���,�� � 88e�1_
�

1(

�

�(
 �\1 � ���� 

, 9 fiind un factor de ponderare de tip exponent. Cu cât m e mai mare, cu atât se reduce influenţa 

vectorilor cu grade de apartenenţă mici, deci fuzitatea scade. 

J(U; V ) reprezintă suma pătratelor distanţelor euclidiene dintre fiecare vector de intrare şi 

fiecare centru de partiţie,  ponderate de gradele de apartenenţă. 

 Algoritmul fuzzy c-means: 

Se iniţializează U(pas = 1) cu valori aleatorii, sau, dacă se poate, pe baza unei aproximări. 

Se ia următoarea formă de intrare xpas şi se (re)calculează centroizii partiţiilor pe baza lui U(pas)  

- formula de calcul e asemănătoare cu cea a centrului de greutate: 

 ��( 
∑ �ðQ��Q��  ∑ e�1_�1(
 \�1, i = 1,2,..., c 

Se calculează U(pas+1) conform  ��. 
Se opreşte iteraţia dacă: 

 9k\�e�1��� � e�1��'
�� p � 

, altfel se trece la iteraţia următoare, pas++, şi se reia algoritmul de la pasul 2. e un prag minim 

de convergenţă a gradelor [e�1]. 
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Se trasează astfel o hartă fuzzy a datelor. 

 

II.2.3.3. Calificatori fuzzy (‘hedges’) 

 

Conform [fz ext] Zadeh şi lingvistul George Lakoff au lucrat la Universitatea din Berkeley 

pentru a descrie delimitatorii de tip ‘hedge’ (se poate traduce cu “gard viu”). ‘Hedges’ se 

folosesc pentru a modifica seturile fuzzy – iată câteva categorii ale lor: 

 - modificatori generali: foarte, extrem de 

 - valori de adevăr: mai mult fals, nu chiar adevărat  

 - probabilităţi: puţin probabil, asemănător 

 - cuantificatori: majoritatea, câţiva, puţini 

 - posibilităţi: aproape imposibil, foarte probabil / posibil 

Unii calificatori dilată un set fuzzy – e.g.: comparativul “mai.” Alţii, ca “foarte” concentrează  

setul. Hedges sunt vagi pentru că nu au o definiţie precisă, dar reflectă gândurile omului. Mai 

multe experimente au confirmat faptul că oamenii “ordonează” aceste cuvinte la fel. 

Dacă setului fuzzy îi corespunde o variabilă lingvistică, calificatorului fuzzy îi corespunde 

funcţia de adverb pe lângă un adjectiv. 

 

Fig. II.2.3_12 Calificatorii fuzzy modifică f.a. a unui set fuzzy [fl ppt] 
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II.2.3.4. Reguli fuzzy 

 

Chiar dacă nu credem în computaţionalism, acea teorie conform  căreia mintea omenească poate 

fi văzută ca un sistem de procesare a informaţiei, gândurile fiind “deductibile” prin calcul, ne 

propunem să putem exploata informaţia incompletă. Informaţia care poate fi descrisă printr-un 

concept / clasă sau alt descriptor lingvistic. În aplicaţiile teoriei fuzzy, informaţia dată prin 

descriptori lingvistici, informaţia incompletă, imprecisă sau calitativă, e.g., informaţii de 

expertiză sau reguli / cerinţe de proiectare, sisteme “laxe”, e procesată conform  unor reguli de 

inferenţă ale sistemului expert / fuzzy. Aceste reguli de inferenţă sunt de forma: DACĂ x1 ŞI x2 

ATUNCI y, e.g., DACĂ (clientul vrea foarte repede dezvoltarea modulului de administrare) ŞI 

(echipa de dezvoltare e mică) ATUNCI (urmează planul b). Remarcăm în cazul acestui sistem 

expert: 

- Folosirea variabilelor lingvistice, atât ca intrări cât și ca ieșiri, variabilelor care încorporează 

cunoaştere imprecisă; acestor variabile le corespund seturi de valori şi nu valori unic determinate 

(ca în cazul cunoaşterii precise / complete) 

- Conexiuni logice clasice ale variabilelor lingvistice: ŞI, SAU ş.a.m.d. 

Variabilele lingvistice, sau, mai general spus, cuvintele, nu sunt numere. Când spunem “maşină” 

subînţelegem un SET de maşini. Mai mult, cuvintele se “suprapun” chiar dacă sunt antonime – 

între “intervalul” corespunzător lui “scund” şi cel corespunzător lui “înalt” poate exista o mică 

zonă comună cu o, teoretic, infinitate de valori). După V. Negoiţă, “paradigma fuzzy reprezintă o 

distanţare radicală de atitudinea ştiinţifică occidentală postrenascentistă, bazată pe legea terţului 

exclus, deşi ea e intens folosită ca practică poetică (şi teologică)” – se folosesc metafore “pentru 

a comunica imagini care ar trebui să facă manifestă unitatea unei lumi absolute; prin metafore se 

comunică ceea ce altfel nu s-ar putea comunica, nefăcând parte din experienţa de rutină”. 

Negoiţă [Negoiţă, 2006] mai spune că, pe lângă calitatea sa revelatorie, când nu e “doar” o 

“metaforă plasticizantă” [Blaga,  1937], “metafora ţine de capacitatea de rezumare, o proprietate 
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fascinantă a omului, obiect de studiu în cercetarile privind simularea inteligenţei cu ajutorul 

calculatorului”  

După ce în 1965 Lotfi Zadeh publicase celebra lucrare ce introducea în limbajul ştiinţific 

mulţimile fuzzy, in 1973, el va publica a doua lucare de mare influenţă. De data aceasta se punea 

în lumină o metodologie nouă de a trata sistemele complexe, prin captarea cunoştinţelor umane 

in reguli (‘rules’) fuzzy. Într-un sistem fuzzy regulile (fuzzy) se îndeplinesc într-un anumit grad. 

Dacă premiza e adevărată într-un anumit grad, atunci consecinţa e de asemenea adevărată într-un 

grad corespunzător. 

Fig. Fig. II.2.3_14   Exemplu de 

regulă fuzzy: DACĂ înalt 

ATUNCI greu. 

 

În figura de mai sus am 

exemplificat o ‘Monotonic selection’: gradul de adevăr al consecinţei regulei fuzzy poate fi 

calculat direct din gradul de adevăr al premizei (mai general, numim logică monotonică o logică 

conform  căreia creşterea numărului de premize atrage creşterea numărului de consecinţe. Se mai 

spune că regulile fuzzy se aplică într-un anumit grad: dacă premiza e adevărată într-un grad u, 

concecinţa e adevărată în acelaşi grad u.  

O regulă fuzzy poate avea multiple premize conectate logic (DACĂ x1 SAU x2 ATUNCI  y1). 

În ce priveşte cazul consescinţelor multiple, e.g., DACĂ x1 ATUNCI y1, y2, aceasta corespunde 

unei conexiuni ŞI între consescinţe – pentru a nu confunda semnificaţia acestui ŞI cu ŞI-ul ce 

poate conecta premizele, folosim virgula între consecinţe. Mai mult, o regulă cu m consescinţe se 

poate traduce în m reguli cu o consescinţă, e.g., regula de mai sus devine: regula DACĂ x1 

ATUNCI y1 şi regula DACĂ x1 ATUNCI y2. Deci, fără a pierde din generalitate, putem 

considera regula fuzzy ca având o singură consecinţă. 

 

 Principiul extensiei  
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Fie funcţia f : X $ Y şi un set fuzzy  

A = ∑ µö�x��/ x� �  

Principiul extensiei spune că imaginea lui A prin f poate fi exprimată ca un set fuzzy  

B = f(A) = ∑ µö�x��/ y� � , unde y� = f(x�). 
Dacă f(.) nu e injectivă, atunci există \
, \� + X, \
 d \� cu f(\
) = f(\�) = y*, y* + Y. 

Gradul de apartenenţă pentru y=y* va fi maximul gradelor de apartenenţă în x1 şi x2. 

Mai general, µù�y� � ô�(�Í���� µö�x� 
Exemplu pentru y = f(x) = x2 - 6x + 11. Intrare: număr fuzzy number – în jurul lui 4: 

n4 = 0.3/2+0.6/3+1/4+0.6/5+0.3/6 $ 

y = 0.3/f(2) + 0.6/f(3) + 1/f(4) + 0.6/f(5) + 0.3/f(6) 

y = 0.6/2+(0.3 v 1)/3+0.6/6+0.3/1 

 

 

Fig. II.2.3_14  Principiul extensiei cu o funcţie care nu e 

injectivă.  

 

 

Putem defini operaţii aritmetice fuzzy. Fie A şi B seturi fuzzy corespunzătoare operanzilor şi x şi 

y, “parametri” acestor seturi. Conform principiului extensiei, putem defini: 

�ï�= � ô\ � � � Ã?�ï�\� ·  �=���@ 
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II.2.2.5. Sisteme expert / de inferenţă de tip fuzzy 

 

În continuare, redăm logica tipică a unui asemenea sistem conform  [fs ppt].  

Presupunem o problemă cu două intrări, project_funding (x) şi project_staffing (y) şi trei reguli – 

în dreapta avem codificarea regulilor din stânga folosind seturi fuzzy: 

IF project_funding is adequate (A3) 

     OR project_staffing is small (B1) 

THEN risk is low (C1) 

IF x is A3 

     OR y is B1 

THEN z is C1 

IF project_funding is marginal (A2) 

     AND project_staffing is large (B2) 

THEN risk is normal (C2) 

IF x is A2 

     AND y is B2 

THEN z is C2 

IF project_funding is inadequate (A1) 

THEN risk is high (C3) 

IF x is A1 

THEN z is C3 

 

 

Fig. II.2.3_15  
Schema generală a 
unui sistem expert de 
tip fuzzy pentru 
procesarea imaginilor 
[fl ppt] 

 

 

 

Schema de inferenţă Mamdani e o secvenţă de 4 paşi: 

 1) fuzificarea intrărilor 

 2) evaluarea regulilor 

 3) agregarea rezultatelor regulilor 

 4) defuzificarea 
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Fig. II.2.3_16 Schema de inferenţă Mamdani a unui sistem expert de tip fuzzy [fl ppt] 

În continuare redăm logica tipică a unui asemenea sistem conform  folosind un exemplu [fl ppt]. 

Primul pas constă în stabilirea seturileor fuzzy Ai şi Bi, preluarea valorile crisp, x1 şi y1 – 

‘project funding’ şi ‘project staffing’: valorile lingvistice ale variabilelor lingvistice 

corespunzătoare seturile fuzzy Ai şi Bi – , şi determinarea apartenenţei acestora la seturile fuzzy: 

 

Fig. II.2.3_17 Primul pas conform  schemei de inferenţă Mamdani  

În al doilea pas se preiau intrările fuzificate, µ(x=A1) = 0.5, µ(x=A2) = 0.2, µ(y=B1) = 0.1 şi 

µ(y=B2) = 0.7, şi se aplică premizelor regulilor. Operatorii fuzzy (AND sau OR) se folosesc 

pentru a obţine un singur număr ca rezultat al evaluării tuturor premizelor dintr-o regulă. Acest 

nr., care reprezintă gradul de adevăr al premizei (premizelor) regulei fuzzy e “aplicat” f.a. a 

setului corespunzător consecinţei regulei: 
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Fig. II.2.3_18 Evaluarea 

regulilor conform  schemei 

de inferenţă Mamdani [fl 

ppt] 

 

 

Cea mai populară metodă de a corela gradul de adevăr al premizei cu gradul de adevăr al 

consecinţei e limitarea (‘clipping’) f.a. a consecinţei la gradul de adevăr al premizei – vezi figura 

de mai sus. Această metodă e foarte rapidă (generând şi o suprafaţă care e uşor de defuzificat), 

dar “pierde” din forma f.a. a consecinţei. O metodă “mai exactă”, care păstrează forma f.a. a 

consecinţei, e scalarea f.a. a consecinţei cu un factor = gradul de adevăr al premizei: 

 

Fig. II.2.3_19  Corelarea 
premiză – concecinţă: 
limitare vs. scalare [fl ppt] 

 

 

Fig. II.2.3_20  Pasul 3: agregarea gradelor de adevăr ale concecinţei (metoda limitării) [fl ppt] 

În pasul 4, ultimul, defuzificăm Σ, dacă ne-am propus să obţinem ieşirea sub forma unui număr 

(‘crisp’). Cea mai populară metodă de a face aceasta e aceea a centrului de greutate: stabilim 

abscisa care împarte setul agregat în două subseturi de arii egale: 
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Fig. II.2.3_21.  Defuzificarea prin 
metoda centrului de greutate [fl ppt] 

 

 

Aşa cum am văzut, inferenţă de tip Mamdani reclamă găsirea CG (sau ceva asemănător) unei 

forme 2-D, ceea ce impune o integrare “de-a lungul” suportului setului fuzzy rezultat, ceea ce e 

ineficient din punct de vedere computaţional. Michio Sugeno propune un tip de inferenţă în care 

consecinţele regulilor sunt reprezentate de valori singulare (‘singleton’). Formatul unei reguli de 

inferenţă de tip Sugeno e:  

 IF (premiza x) THEN  z is f (x), f  fiind o funcţie matematică 

Observaţie: Am văzut că, fără a pierde din generalitate, ne putem referi nu numai la consecinţe, 

dar şi la premize singulare. Mai mult, în practică se foloseşte des ‘zero-order Sugeno fuzzy 

model’ – funcţia f devine o constantă, regula fiind:  

IF (premiza x) THEN  z = k.  

 

Fig. II.2.3_22  Evaluarea regulilor 
conform  schemei de inferenţă 
Sugeno [fl ppt] 
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Fig.II.2.2_22  agregarea gradelor de adevăr ale concecinţei [fl ppt] 

Astfel, defuzificarea se obţine prin calculul unei medii ponderate [fl ppt]: 

 

Cam acelaşi rezultat ‘crisp (65 faţă de 67.4) se calculează cu o complexitate de calcul O(1), faţă 

de O(n), cât era în cazul schemei de inferenţă Mamdani. 

 

 

Fig. II.2.3_25  Defuzificarea în cazul schemei de inferenţă Sugeno [fl ppt] 

 

 

Dacă metoda Mamdani e larg acceptată, întrucât permite captarea mai bună şi într-o manieră mai 

intuitivă, a cunoştinţelor furnizate de o expertiză, în schimb angajează mai mult efort de calcul. 

Metoda Sugeno poate fi privită ca o optimizare a metodei, ceea ce o face foarte atractivă în 

problemele de control, în particular pentru sistemele dinamice neliniare. 

Pentru calibrarea(‘tunning’) sistemelor fuzzy putem aplica: 

- Redefinirea seturilor fuzzy corespunzătoare intrărilor şi ieşirilor. 

Adăugarea de seturi fuzzy – folosirea seturilor “largi” atrage o comportare “grosieră” a 

sistemului. 

Acoperirea suficientă între seturile fuzzy. În cazul învecinării seturilor triunghi / trapez - triunghi 

/ trapez se recomandă o suprapunere între 25% şi 50% a suporturilor.  
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Examinarea bazei de reguli în ce priveşte oportunitatea de a scrie reguli care să folosească 

calificatori fuzzy (‘hedge rules’) pentru a capta mai bine compoatamentul sistemului. 

Ordonarea după importanţă regulilor prin aplicarea unor ponderi asupra lor.  

Observaţie:  Descrierea sistemului expert de mai sus se poate “mula” pe descrierea algoritmului 

dat mai sus pentru “Detecţia pixelilor de contur”, de la rubrica “Două exemple de aplicaţii 

concretă ale logicii fuzzy” 

Putem formaliza şi generaliza comportamentul sistemului expert descris mai sus pentru 

următorul sistem expert: 

Avem M reguli Ri, N intrări zi şi o ieşire v. Regulile se pot scrie: 

R1:  IF   (z1, A11) ŞI /SAU (z2, A12) ŞI /SAU…(zN, A1N)   THEN  (v,B1) … 

RM:  IF   (z1, AM1) ŞI /SAU (z2, AM2) ŞI /SAU…( zN, AMN)   THEN (v,BM) 

       [ELSE   (v, BD)] 

unde [Aij]MxN şi BD (de la ‘default’) sunt seturi fuzzy. 

Evaluând premizele pentru Ri, obţinem scalarul õ� : gradul de aplicare ‘strength level’ pentru 

regula i. Ramura ELSE, în caz că există, corespunde unui grad de aplicare õ� � ·�(
…��1 �õ��: nu se aplică nici regula 1 ŞI nici regula 2 ŞI nici regula M. 

 

 

II.2.4. “Fuzzy logic = calculul cu cuvinte” [Zadeh, 1996]  

 

II.2.4.1. Termenul lexical şi abilitatea de a opera cu informaţii bazate pe percepţii sau intuiţie 

 

“Atâta timp cât legile matematicii descriu realitatea, ele nu sunt exacte; dacă sunt exacte, atunci 

nu descriu fenomene reale” (Albert Einstein). Werner Heisenberg: “Orice noţiune sau concept, 
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oricât de clar ar fi, are numai un domeniu limitat de aplicabilitate”.  Fizicienii, şi numai ei, ştiu că 

metodele lor de analiză şi raţionamentul logic sunt insuficiente pentru a cuprinde fenomenele 

naturale în toată complexitatea lor şi, de aceea, ei izolează un grup de fenomene şi caută să 

construiască un model care să descrie acest grup. Astăzi ştim că modelul mecanicii clasice 

(newtoniene) e valabil numai pentru obiecte constituite dintr-un număr foarte mare de atomi şi 

pentru viteze de deplasare mici în comparaţie cu viteza luminii. Dacă prima condiţie nu e 

îndeplinită, mecanica clasică trebuie înlocuită cu cea cuantică; dacă cea de-a doua condiţie nu e 

îndeplinită, mecanica clasică trebuie înlocuită cu teoria relativităţii. 

Alfred Korzybski a remarcat că “harta nu e totuna cu teritoriul”. Mai general, e vorba de relaţia 

dintre un obiect şi reprezentarea lui, reprezentare care abstractizează obiectul dintr-o anumită 

perspectivă, oferind un fel de interfaţă a obiectului. Korzybski a prezentat această expresie la 

începutul anilor ‘30, într-o lucrare intitulată “A Non-Aristotelian System and its Necessity for 

Rigour in Mathematics and Physics” [Korzybski, 1933].  Făcând apel la analogia lui Korzybski 

dintre hartă şi teritoriu, am putea spune, datorită impreciziei şi ambiguităţii sale intrinseci, că 

limbajul comun e o hartă destul de flexibilă ca să poată urmări suprafaţa “curbă” a teritoriului. 

Cu cât limbajul devine mai riguros, cu atât gradul de “cuprindere” al limbajului scade. Astfel 

apare necesitatea de a alătura modelelor matematice interpretări verbale, făcând apel la concepte 

înţelese intuitiv, mai mult sau mai puţin ambigue. 

Logica fuzzy avea să fie “luată în seamă” oficial de comunitatea ştiinţei abia în anii ’60, odată cu 

lucrările profesorului Zadeh; peste încă alte decenii, în urma succeselor tehnologice va fi 

încadrată fără contestaţii majore în patrimoniul ştiinţific internaţional. Printre succesele de 

anvergură ale teoriei fuzzy se numără valorificarea raţionamentului aproximativ şi a limbajului, 

ca procese creative [Teodorescu, 2011]. Renunţarea la logica binară a dat posibilitatea 

gânditorilor să exploateze fuzitatea sistemelor lingvistice, făcând posibile dezvoltări 

extraordinare în inginerie.  

În [Zadeh, 2002], se pleacă de la ideea că, pentru a înzestra conceptul de probabilitate cu 

abilitatea de a opera cu informaţii bazate pe percepţii, trebuie să generalizăm însuşi 

conceptul de probabilitate. Generalizarea se poate face la trei niveluri: 

1) PT+ (‘Probability theory’) corespunde fuzificării (f) – la nivelul PT+ seturile ‘crisp’ se 
generalizează la seturi fuzzy, prin introducerea conceptului de apartenenţă într-un anumit grad 
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2) PT++ corespunde fuzificării granulate (fg) – prin introducerea conceptului de granulă (vezi 
figura de mai sus) 

3) PTp corespunde adăugării nivelului PT++ a capacităţii de a descrie percepţiile prin propoziţii 
într-un limbaj natural (NL = Natural Language). ! NL nu e orice limbaj natural – se impune 
condiţia ca înţelesul unei propoziţii exprimate în NL să poată fi reprezentat sub forma unei 
constrângeri generalizate (GC) a unei variabile. PTp evită excesul preciziei care poate însemna 
supra-idealizare şi lipsă a robusteţii. 

Primul pas al “raţionamentului probabilistic pe baza percepţiilor” e  translatarea descrierii 
percepţiilor în Generalized Constraint Language (GCL) folosind semanticile centrate pe 
constrângeri ale limbajului natural (CSNL). În pasul al doilea, conform  inferenţei date de 
regulile fuzzy, constrângerile  generalizate (GC) se propagă de la nivelul premizelor la cel al 
consecinţelor – regulile fuzzy coincid cu regulile de propagare în GCL. Principala regulă de 
inferenţă e aceea a generalizării principiului extensiei – în general, prin folosirea acestui 
principiu, problema găsirii “probabilităţilor” dorite devine o problemă de calcul variaţional cu 
constrângeri impuse. Am pus între ghilimele “probabilităţilor”, chiar dacă acest termen e folosit 
chiar în textul original,  pentru a semnala că nu e vorba de sensul clasic al cuvântului, ci de 
sensul fuzzy, fiind vorba de un grad de apartenenţă. Prin semanticile centrate pe constrângeri ale 
GCL (CSGCL) şi regulile care guverneză propagarea GC, o constrângere compusă în GCL se 
poate reprezenta ca o singură constrângere generalizată. GCL e expresiv maximal în sensul că se 
pot traduce în GCL orice constrângeri pe care le putem concepe. O propoziţie dintr-un limbaj 
natural (NL), se zice că e admisibilă dacă se poate traduce în GCL. Conceptul de bază al GCL e 
constrângerea generalizată. În forma canonică, aceasta se scrie X isr R, ceea ce formal se scrie X 
isr R, X fiind variabila constrânsă şi R relaţia de constrângere. ‘isr’ corespunde lui “este r”. 
Explicităm semnificaţia lui r pentru principalele tipuri de  constrângeri:  

- constrângerea de probabilitate: r = p, X fiind variabilă aleatoare, R fiind distribuţia sa de 
probabilitate 

- constrângerea de posibilitate: r = (gol), R fiind distribuţia de posibilitate a lui X 

- constrângerea de adevăr: r = v, R fiind distribuţia de adevăr a lui X 

- constrângerea de reprezentare fuzzy (‘fuzzy graph’): r = fg, X fiind variabilă care ia valori într-
un set fuzzy, R fiind distribuţia de posibilitate a valorilor lui X. 

În practică, există foarte multe percepţii care pot fi prinse în concepte care precizează un NL, 
e.g., valoarea uzuală a unei variabile aleatoare, netezimea unei funcţii, relevanţa în căutarea într-
o bază de date. În multe cazuri, în contextul analizei deciziilor, devine mai avantajos să definim 
scopurile, constrângerile, riscul în PNL (limbaj natural precizat), decât analitic şi numeric: 
propoziţiile admisibile din NL alcătuiesc NL precizat. Conceptul de limbaj natural precizat  
deschide cale largă limbajelor naturale în procesarea informaţiei, decizie şi control.  
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II.2.4.2. Scale fuzzy 

 

Un proces de măsurare mapează o stare fizică într-o entitate informaţională. Într-o definiţie 

generală [Berka, 1983], un proces de măsurare e definit de o scală care stabileşte o legătură între 

sistemul empiric al manifestărilor realităţii şi un sistem abstract (de modelare a realităţii).  

Se defineşte simbolismul <E,S,R> cu: 

- E setul manifestărilor, 

- S setul simbolurilor folosite pentru a reprezenta rezultatele măsurării şi 

- R o relaţie pe ExS. 

Numim descriere o mapare D: E $ S conform  R şi ‘meaning’ (semnificaţie) o mapare D: S $ E 

conform  R. Simbolismul se zice necontradictoriu şi complet când M(S) partiţionează E 

[Finkelstein, 1975]. 

Pentru a putea raţiona plauzibil (fără a contrazice cel puţin flagrant realitatea) în lumea abstractă, 

relaţiile între stări fizice (manifestări) trebuie mapate în relaţii între entităţii informaţionale 

(componente ale teoriei). Scala procesului de măsurare se defineşte ca un homomorfism de la 

structura relaţională a manifestărilor la cea a valorilor proprietăţilor măsurate conform  

teoriei. 

O scală înseamnă < E, S, R, RE, RS, F> unde: 

- RE e un set de relaţii pe ExE, 

- RS e un set de relaţii pe SxS, 

- F: RE $ RS e o mapare 1:1. 

S-a definit astfel homomorfismul <R, F> : < E, RE> $ < S, RS>. 
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Conform [Benoit, 2010] o transformare admisibilă e o trecere de la o scală la alta (: S $ S) care 

păstrează homomorfismul. Tipul unei scale se defineşte printr-un subgrup de transformări  

admisibile considerate echivalente. Schimbând între două astfel de scale nu are niciun impact 

asupra raţionamentului în lumea abstractă De exemplu în cazul scalelor raţionale, cu S setul  

numerelor reale pozitive,  transformările admisibile La, cu a > 0, sunt : La: S �S , La �x�=a⋅x.  

Există un singur subgrup pentru aceste transformări, toate scalele raţionale fiind echivalente în 

lumea abstractă. Un exemplu de trecere de la o scală raţională la alta e trecerea de la măsurarea 

centimetrilor la ‘inches’. 

 
Fig. II.2.5_2 Relaţiile între manifestări se pot 
stabili pornind de la lumea empirică şi / sau cea 
abstractă [Benoit, 2010] 

 

Pentru scalele nominale transformările admisibile sunt orice mapare 1:1 pe S, orice subgrup al 

acestor manifestări fiind definit de o partiţie pe E.  

 

Fig. II.2.5_3 Alegerea unei  scale nominale 
specifice e echivalentă cu definirea unei partiţii 
pe E [Benoit, 2010] 

 

Măsurătorile nominale transformă numai relaţiile de echivalenţă [Benoit & Foulloy, 2002]. 

Formal,  pentru o scală nominală, RS conţine numai relaţiile de egalitate (=) pe S, iar RE conţine 

relaţii  de echivalenţă (~ defineşte o partiţie pe E). F e definit de F  = {(~,=)} cu: 

b(ei + E), b(ej + ), ei ∼ ejD M(ei) = M(ej). 

Simbolismul general pentru scalele nominale: C = < E, S, M, {~}, {=}, {(~,=)}>  

Situaţia e similară pentru scalele ordinale, numai că transformărilor admisibile li se mai cere să 

fie şi monotone, măsurătorile corespunzătoare transformând şi relaţiile de ordine.   
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În [Coombs, 1951] s-a introdus conceptul de scală compusă în urma  compunerii unei scale pe E 

şi a unei scale metrice pe distanţele pe E şi S. În acestă categorie intră şi scalele ordinale metrice 

definite prin: 

 

Pentru a extinde gama posibilă de definiţii ale distanţelor, [Benoit, 2010] a propus folosirea unei  

scale ordinale metrice bazate pe o scală fuzzy nominală. 

 

 Scala fuzzy nominală 

Scalele fuzzy, introduse pe baza unui operator de similaritate [Benoit & Foulloy, 2003],  

reprezintă proprietăţile manifestărilor prin simboluri numite ‘lexical fuzzy subsets’ (LFS) sau 

subseturi de termeni. Se defineşte un φ-symbolism <E,T,R> cu R relaţie fuzzy pe ExT, T fiind 

setul de termeni. Notaţii: 

• semnificaţia (‘fuzzy meaning’) M : T $ FS(E) conform  R, unde FS(E)  sunt subseturi fuzzy ale 

lui E 

• descrierea (‘fuzzy description) D : E $ FS(T) conform  R, unde FS(T)  sunt subseturi fuzzy ale 

lui T 

Un φ-symbolism se zice necontradictoriu şi complet când M(S) e o φ-partiţie a lui E [Foulloy & 

Benoit, 2006]. O φ-partiţie a lui E corespunde unei relaţii de echivalenţă fuzzy, care se mai 

numeşte şi relaţie de similaritate.  

În general se preferă partiţiile care satisfac condiţia:  

b�i + ��,8��� ��i� � 1  +X  

, ceea ce corespunde nevoii de excludere între termenii lingvistici folosiţi pentru descrierea 

realităţii. Exemplu conform   cu “x” pe post de “e” şi “w” pe post de “t”: 
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Fig. II.2.5_4 “Interpretare de scală” [Benoit & 

Foulloy, 2002] 

 

Corespunzător acestei partiţii, poate fi dată o relaţie de similaritate: 

�~�i, �� �  ∑ ½94T ���� ��i�, ��� �����¾  +X  

Această relaţie e reflexivă, simetrică şi verifică o versiune de tranzitivitate slabă în sensul T-

normei Łukasiewicz. 

O scală fuzzy e definită prin < E, T, R, RE, RT, F> cu: 

• RE e un set de relaţii fuzzy pe ExE, 

• RT e un set de relaţii pe TxT, 

• F: RE $ RS e o mapare 1:1, cu RS un set de relaţii fuzzy pe D(E)xD(E) care respectă 

‘singleton coincidence’ în relaţie cu RT: 

b(a , b�+T2, rS + RS  D �� rT + RT , {a } rS  {b } D a  rT  b�. 

Principala diferenţă faţă de scalele non-fuzzy constă în aceea că simbolurile (entităţile 

informaţionale ale lumii abstracte)  sunt subseturi fuzzy de termeni în loc de termeni pur şi 

simplu. O altă diferenţă e aceea că relaţia fuzzy rE on E e mapată pe o relaţie fuzzy intermediară 

rS pe D(E) x D(E)  astfel încât  x rE y D D(x) rS D(y).  

Fig. II.2.5_5 Sistemul abstract 
relaţional e dedus din tipul de scală şi 
T. Introducerea lui S, plecând de la 
setul de termeni T, furnizeză noi 
posibilităţi pentru definirea scalei 
[Benoit, 2010] 
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În particular, în ideea unei scale metrice, putem avea dS({a},{b}) = dT(a,b). [Benoit, 2010] arată 

cum de la o scală fuzzy nominală şi de la această scală metrică putem construi o scală ordinală 

metrică <E,T,R,{~E, dE},{=T, dT},{(~E,=T), (dE, dT)}>. Se propune ca, întrucât în scalele 

nominale nu se pot defini distanţe, acestea fiind “apanajul”  scalelor (nominale) fuzzy, să folosim 

numai scale ordinale metrice construite peste acestea din urmă, când nu avem la dispoziţie 

informaţie suplimentară care ar justifica folosirea unei scale metrice mai “puternice”. 

Distanţa dT, dacă e furnizată de teorie, poate fi dată de scopurile măsurării, desprinzându-se de 

lumea concretă. Pentru a impune aderenţa la  lumea concretă dT poate fi măsurată empiric. 

Dificultatea pe care trebuie să o avem în vedere e că lumea concretă e măsurată în cadrul unei 

teorii. În finalul articolului [Benoit, 2010] se “avertizează” punându-se: întreabarea: “are some 

distances artefacts of the abstract world, with no equivalent entity in the concrete world?” 

Desigur, folosirea unei  scale metrice fuzzy e o îmbunătăţire, dacă astfel se ia în considerare 

o relaţie de proximitate pe setul de reprezentare, care are acoperire într-o relaţie de 

proximitate pe setul reprezentat. De exemplu, în spaţiile de culoare perceptual uniforme putem 

vorbi de o distanţă între culori, deci şi între denumirile lor. 

În cele mai multe aplicaţii, măsurătorile nominale reprezintă o stare fizică printr-un simbol. Într-

o scală nominală fuzzy putem reprezenta o stare fizică printr-o mulţime fuzzy de simboluri (vezi 

şi Fig. II.2.5_4). Acest mecanism, introdus de Zadeh în [Zadeh, 1971], la câţiva ani după 

introducerea mulţimilor fuzzy, şi numit descriere fuzzy, e în mod obişnuit aplicat în proiectarea 

senzorilor fuzzy [Benoit et al., 1994].  

 

 

II.2.5. PROTOTIPUL = clasa fuzzy 

 

Psihologul Eleanor Rosch a arătat [Rosch, 2010] că anumite cuvinte – pe care le numeşte 

“prototipuri” – reprezintă mai bine o clasă decât altele, şi că ordonarea acestor prototipuri e 

conformă  cu înţelegerea noastră intuitivă. Rosch a mai afirmat că necesitatea conceptului de 

clasă ţine de randamentul informaţional: clasele (n.n.: cuvintele / prototipurile) sunt 
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necesare întrucât furnizează maximum de informaţie “with the least cognitive effort” [fz 

ext]. 

 

După cum am văzut “legile fuzzy” permit unui obiect să aparţină în acelaşi timp mai multor 

clase: clasele fuzzy se pot suprapune. Dacă pentru clasele / partiţiile definite precis (clasic), adică 

prin relaţii de echivalenţă avem termenul de tipuri, pentru calsele / partiţiile fuzzy definite 

imprecis, prin relaţii de similaritate, propunem termenul de PROTOTIPURI. 

 

Prin PROTOTIP înţelegem un “sâmbure” în care se centreză clasa fuzzy, aşa cum un set fuzzy, 

care poate fi văzut şi el ca o clasă fuzzy, are un nucleu şi o distribuţie de posibilitate în jurul 

nucleului. Această  semnificaţie a prototipului ni se pare mai potrivită pentru a descrie o clasă 

fuzzy decât acea de granulă: granula se construieşte în jurul prototipului. Aceeasta e ideea 

esenţială de set fuzzy. În secţiunea anterioară am avut pe post de prototip termenul lexical. 

 

 

II.2.5.1. Prototipul ca sursă de potenţial: metoda funcţiilor de potenţial 

 

Clasificatorul celor mai apropiaţi "k" vecini devine o metodă laborioasă dacă numărul de forme 

prototip e mare. O variantă a acestei metode e clasificarea cu ajutorul funcţiilor de potenţial. 

Această metodă constă în construirea unui "câmp potenţial" în jurul fiecărui punct (formă) 

cunoscut din spaţiul formelor. Apoi se calculează câmpul potenţial global al fiecărei clase 

folosind (după metoda potenţialelor electrice din electrotehnică) principiul superpoziţiei. O 

formă de intrare necunoscută va fi atribuită acelei clase care exercită asupra ei câmpul cel mai 

puternic.  

Funcţia de potenţial poate fi diferită de la o formă la alta în interiorul aceleiaşi clase, după  

influenţa fiecărei forme asupra procesului de recunoaştere, dar şi diferită de la o clasă la alta. 

Funcţia de potenţial scade monoton cu distanţa de la centrul formei punctul de maxim al funcţiei: 
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Fig. II.2.5_1 În cazul funcţiei de potenţial triunghiulare, ¢�\� � � 0         , |\| a 11 � |\|, |\| p 1K scăderea cu 

distanţa faţă de centrul funcţiei e liniară. 

 

Se observă similitudinile care există, ca expresie, între funcţia de potenţial şi densitatea de 

probabilitate. În practică, funcţiile de potenţial se folosesc mult pentru estimarea densităţii de 

probabilitate. După definirea funcţiilor de potenţial pentru fiecare clasă în parte, ele pot fi apoi 

modificate aditiv sau multiplicativ, pentru a accentua sau diminua influenţa unui anume câmp. 

O altă variantă permite evaluarea funcţiilor discriminant după metoda celor "k" vecini: 

(1) se determină cei mai apropiaţi "k" vecini ai formei de intrare în clasificator. 

(2) se sortează pe clase aceşti "k" vecini. 

(3) se estimează potenţialul global al fiecărei clase doar pe baza potenţialului celor câţiva 

 vecini. 

(4) se execută clasificarea după regula descrisă anterior. 

Descrierea regiunilor (clusterilor) se poate face şi printr-un număr de forme prototip ataşate 

fiecărui cluster şi o măsură a distanţei între forma de intrare şi aceste forme prototip. Teoria 

funcţiilor de potenţial poate fi utilizată cu succes pentru deducerea măsurii acestei distanţe şi, 

evident, pentru construcţia unei funcţii discriminant între clase. 
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II.2.5.2. Vedere sintetică a capitolului prin prisma termenului de prototip 

 

În lumea reală, incertitudinea / imprecizia e prezentă în toate fazele intervenţiei fiinţei umane în 

încercarea ei de a modela / clasa realitatea. Din punct de vedere al modelării matematice 

imprecizia se poate datora unor specificaţii (faza de concepţie), măsurători (faza de măsurare şi 

reprezentare) sau transformări în vederea obţinerii unor date de interes (faza de analiză). În ce 

priveşte faza de concepţie, care e determinantă şi pentru celelalte faze, s-a încercat captarea 

realităţii / semnalelor după un model liniar: acesta e domeniul frecvenţă (Fourier) de reprezentare 

a semnalelor. Pentru o mai mare diversitate a granulelor – în cazul de faţă undelor - care se pot 

folosi pentru a modela semnalul, atât în ceea ce priveşte rezoluţia cât şi forma, s-au introdus ca 

parametru şi timpul: undinele, cu toate varietăţile lor (vezi subsecţiunea II.1.4.2.: Aplicaţii ale 

undinelor),  se definesc atât în scală, cât şi în timp. Multe probleme reale, în special cele 

complexe, e.g. cele care ţin de domeniul inteligenţei artificiale, nu se pretează unui model liniar. 

Aşa a apărut matematica fuzzy, cu spaţiile metrice probabilistice şi logicile cu mai multe valori 

peste care putem defini T (co)norme, prin care, pe baza noţiunii de grad (de apartenenţă), se 

definesc seturi fuzzy care pot modela cunoştinţe imprecise. Putem spune că seturile fuzzy 

corespund unor clase, identitatea a două obiecte în domeniul fuzzy nefiind altceva decât 

apartenenţa la aceeaşi clasă (vezi şi argumentaţia lui Grigore Moisil citată la subsecţiunea 

II.2.1.2.: Logica fuzzy, utilitatea şi legătura ei cu problema clasificării). Generalizând conceptul 

de prototip, în domeniul frecvenţă, prototipul corespunde undei / undinei, iar în domeniul 

fuzzy, prototipul  corespunde clasei. Cu precizarea că, dacă în primul caz, separarea 

semnalului în unde / undine se face printr-o descompunere ortogonală, în cazul al doilea, 

separarea în clase admite o suprapunere a claselor. Dacă în domeniul frecvenţă 

separabilitatea e controlată conform  principiului incertitudinii (vezi II.1.3.2.: Intercondiţionarea 

rezoluţiei reprezentărilor în Frecvenţă şi în Frecvenţă-Timp: principiul nedeterminării), în 

domeniul fuzzy ea e controlată conform  teoremei de separare pentru seturi fuzzy convexe (vezi 

II.2.2.2.: Mulţimile / partiţiile fuzzy). Această teoremă, în “spirit” fuzzy, fără a stabili nişte valori 

precise, vorbeşte despre un grad maxim de separare.  
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III§ Domeniul multispectral al imaginilor color  

 

 

În acest capitol, deşi ne vom referi numai la cazul domeniului multispectral al culorilor, adică la 

receptarea radiaţiei electromagnetice pe 3 componente, discuţia noastră se poate generaliza la 

reprezentări spectrale pentru mai multe componente. Practic, acest capitol prezentăm pe scurt 

noțiunile teoretice necesare capitolului de contribuții practice (IV§), aducând în același timp 

argumente în ce privește “fuzitatea” sau caracterul perceptual al culorii 

 

III.1. Introducere în colorimetrie 

 

Spectrul vizibil (numit uneori “spectrul optic”) reprezintă domeniul spectrului electromagnetic ce 

e vizibil şi poate fi detectat de ochiul uman. Radiaţiile electromagnetice din acest interval de 

lungimi de undă se numesc lumină (vizibilă). În condiţii normale, ochiul uman percepe în aer 

lungimile de undă din domeniul 380 - 750 nm (nanometri). 

 

Fig. III.1_1 Spectrul vizibil: de-a lungul õ + ?380,750@ nm [wikipedia] 

Acest spectru corespunde descompunerii luminii ce trece printr-o prismă. În cadrul lui putem 

delimita fâşii verticale foarte înguste de lumină monocromatică, sau culori spectrale / pure (o 

idealizare pentru "õ $ 0). Lumina monocromatică nu se descompune la trecerea printr-o prismă 

– e doar deviată. 
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Dacă măsurăm puterea fiecărei componente a spectrului vizibil obţinem: 

 

 

 

Fig. III.1_2 Spectrul de putere 
(‘spectral power distribution’ (SPD) ) - 
o metoda folosită pentru a specifica 
surse de lumină, e.g., becuri, stele 
[wikipedia] 

 

 

 

 

III.1.1. Principiul tricromaticităţii 

 

SPD ar fi o metodă obiectivă de a măsura compoziţia unei culori, nedepinzând de biologia şi 

percepţia umană (culoarea e pentru noi o senzaţie). Culoarea ar fi măsurată în watt-i şi metri. 

Dar, lucru dificil şi totodată interesant, prin SPD nu putem specifica în mod unic aparenţa unei 

culori. Putem vedea culori foarte diferite între ele, dar cu acelaşi SPD: oamenii nu văd culorile 

conform  SPD al acestora. Ochiul uman conţine trei tipuri de receptori de culoare (conuri) 

responsabili de formarea senzaţiei de culoare. Pornind de la această constatare, ce ţine de natura 

umană, s-a enunţat principiul tricromaticităţii: orice culoare monocromatică poate fi sintetizată 

prin amestecul aditiv a trei stimuli de culoare. Cele trei tipuri de conuri responsabile de formarea 

senzaţiei de culoare conţin pigmenţi fotosensibili ce au absorbţii spectrale diferite. Sunt conuri 

sensibile la lungimi de undă: mici (B - blue), medii (G - green) şi mari (R - red).  

În 1931, ‘International Commission on Illumination’ (în limba franceză: ‘Commission 

internationale de l'éclairage’), făcând o statistică a observaţiilor culese prin experimente cu mai 
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mulţi subiecţi umani, a definit Observatorul Standard, de fapt o tabelă de date care ţine în antet 

lungimile de undă din cadrul spectrului vizibil, iar pe coloane, puterile / coeficienţii pentru trei 

culori spectrale primare, care erau mixate să producă culoarea spectrală (subiecţii umani alegeau 

culoarea sintetizată din culorile primare) dată de lungimea de undă din antet. Această tabelă e 

foarte importantă  întrucât face legătura între SPD şi modul în care vedem şi putem reproduce o 

culoare — o legătură între radiometrie şi fotometrie. Tabela poate fi reprezentată grafic 

reprezentând pe abcisă lungimea de undă, iar pe ordonată coeficientul de culoare primară: 

 

 

Fig. III.1.1_1 Observatorul Standard conform CIE. Graficul se poate interpreta şi ca reprezentare 
a sensibilităţilor celor trei tipuri de conuri corespunzatoare celor trei culori primare [cl cr] 

Principiul tricromaticităţii stă la baza colorimetriei şi a implementării reprezentării culorilor pe 

echipamente de afisaj sau imprimare, prin mixajul a numai câteva culori primare.   

Matematic, putem scrie răspunsul celor trei tipuri de conuri la o lumină incidentă cu 

descompunerea spectrală data de f(#), sub forma unui produs scalar: 

j�/>/= � $ M/:/é�õ�%��Ì%�ð�  ��õ�Sõ,  

M/:/é�õ� fiind sensibilităţile conurilor. Produsul are loc în spaţiul Hilbert L2 al radiaţiilor 

eletromagnetice de energie finită. Răspunsul conurilor poate fi văzut şi ca proiecţia luminii 
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incidente pe spaţiul generat de funcţiile de sensibilitate spectrală M/:/é�õ�, spaţiu care se 

numeşte spaţiul vizual uman (‘Human Visual SubSpace’). Putem vedea această proiecţie ca pe o 

tranformare directă, tranformarea inversă corespunzând reproducerii culorilor pe / cu baza 

funcţiillor de sensibilitate spectrală – numite în Fig. III.1.1_3 “culori primare”.    

În practică, e suficientă o eşantionare la un interval de 10 nm a spectrelor. Relaţia de mai sus 

devine: j � ?j� , j> , j=@ � �X� , unde j se numeşte vector tristimulus – pe baza lui se poate 

modela potrivirea, reproducerea şi percepţia culorilor. 

Potrivirea culorilor însemnă egalitatea răspunsurilor conurilor receptoare. Pentru două spectre 

(culori) eşantionate f şi g, aceasta se scrie: �X� � �X�. Se demonstrează că folosind trei culori 

primare, adică, niciuna nu poate fi obţinută combinându-le liniar pe celelalte, putem potrivi orice 

culoare f cu o combinaţie liniară a culorilor primare. Mai mult, se demonstrează că f şi g se 

potrivesc dacă şi numai dacă çX� � çX�, unde A e matricea a cărei coloană k  (k = 1,2 sau 3), 

corespunde ponderilor culorii primare Pk pentru reproducerea culorilor monocromatice, matrice 

care se determină experimental mai uşor ca S. 

 

III.1.2. Diagrama de cromaticitate CIE 

 

Conform Fig. III.1.1_3., în definitiv în tabela Observatorului Standard conform  CIE, pentru 

fiecare lungime de undă, avem un rând al valorilor tristimulus: 

lungime de undă (nm) X Y Z 

380 0.001368 0.000039 0.006450 

 

Pentru a normaliza vectorii tristimulus, proiectăm spaţiul 3-D al acestora, într-un spaţiu 2-D 

definit de coeficienţii de tricromaticitate: 

&\ � N /�N �  ° � '�� � ° /�N �  ° � '�Ã � 1 � \ � Ã K 
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Deşi aceste coordonate au fost obţinute pe baza unor experienţe cu subiecţi umani, ele identifică 

cu suficientă acurateţe o culoare, pe baza lor putându-se atât sintetiza cât şi analiza culorii. Ceea 

ce nu reuşeşte reprezentarea SPD, deşi e o reprezentare (mult mai) obiectivă.  

Reprezentarea acestor coeficienţi e diagrama de cromaticitate, o reprezentare care relevă grafic 

cele mai importante proprietăţi ale culorilor: 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. III.1.2_1  Diagrama de 
cromaticitate – o hartă plană a culorilor 
[cl cr] 

 

 

 

 

 

 

Observăm că nu se poate defini un triunghi al cărui gamut să acopere toate culorile (reprezentate 

de diagramă), deci nu toate culorile pot fi obţinute prin combinaţia liniară a trei culori primare. 

De reţinut că acestă diagramă nu conţine culorile, care se pot reprezenta adecvat într-un spaţiu 

3D, ci e o hartă (de vizualizare a lor). O culoare poate fi descompusă ortogonal în luminanţă (o 

componentă) ( crominanţă (două componente) - diagrama de cromaticitate corespunde 

crominanţei. Una din cele mai importante proprietăţi ale culorilor ilustrate prin diagramă, e aceea 
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a obţinerii unei culori c3 ca interpolare liniară între capetele c1 şi c2 ale segmentului pe care se 

află c3 (desigur, lucrurile se întâmplă, aşa cum am atras atenţia, în domeniul proiecţiilor 

culorilor: e important să ştim că reprezentările pe diagrama de cromaticitate sunt orientative, 

întrucât se referă la proiecţiile acestora !). Presupunem trei puncte necoliniare în interiorul 

diagramei – ele definesc un triunghi al cărui interior (‘gamut’) corespunde tuturor culorilor care 

se pot obţine prin interpolarea liniară a culorilor reprezentate de vârfurile triunghiului:  

 

 

 

   (a)       (b) 

Fig. III.1.2_2  (a) Interpolarea liniară a culorilor: ! aceeaşi culoare poate fi obţinută din oricare 
alte două culori care definesc un segment ce conţine culoarea – acesta e un caz de metamerism – 
vezi subsecţiunea următoare. (b) Definirea spaţiilor colorimetrice înseamnă definirea  celor trei 
culori primare - iată cazul spaţiului de culoare Standard RGB [ P1(0.64, 0.33),  P2(0.3, 0.6),   
P3(0.15, 0.06)]  

Observaţie: E important să ştim că reprezentările ‘full gamut’ ale spaţiilor de culoare  pe 
diagrama de cromaticitate sunt orientative, întrucât se referă la proiecţiile acestora   
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III.2. O trecere în revistă a spaţiilor de culoare 

 

III.2.1. Sisteme de reprezentare primare 

 

Am arătat cum culoarea oricărui spectru vizibil f poate fi specificată pe baza valorilor tristimulus çX�, A fiind o matrice N x 3. Coloanele lui A corespund eşantionării a ceea ce se numesc 

funcţiile de potrivire a culorilor. Definind un set standard de funcţii de potrivire a culorilor, 

precizăm un spaţiu de culoare în care măsurătorile valorilor tristimulus să fie consecvente. 

Prima standardizare a terminologiei şi măsurătorilor colorimetrice a fost realizată de CIE în 

1931. CIE a recomandat atunci două seturi standard echivalente de funcţii de potrivire: 

CIE RGB 

 - funcţiile de potrivire M/:/é�õ� sunt asociate culorilor primare monocromatice cu lungimile 

de undă: 400 / 546, 1 / 435, 8 nm, alese astfel încât valorile tristimulus pentru un spectru 

corespunzător luminii albe să fie egale. 

CIE XYZ 

 - e o transformare liniară a spaţiului CIE RGB venind cu două condiţii în plus: toate valorile 

tristimulus să nu fie negative şi componenta Y să corespundă luminanţei. 

  

Sisteme de culoare primare sunt aditive: culoarea e reprodusă prin suma ponderată a culorilor 

primare. Dual, dacă folosim culori complementare celor primare, bazându-ne pe proprietatea de 

absorbţie a culorilor primare de către straturile corespunzătoare acestor culori complementare, 

avem sisteme de culoare ce sunt substractive, e.g., spaţiul de culoare CMYK, folosit mai ales la 

imprimante.  
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III.2.2. Sisteme de reprezentare derivate 

 

Aceste sisteme, în fapt transformări linare ale sistemelor primare,  au fost impuse mai ales de 

industria TV: dacă pentru afişarea imaginilor se folosesc culorile primare date de caracteristici 

hardware, pentru transmisia datelor se folosesc alte standarde. Actualmente există două 

standarde de facto pentru transmisia TV: PAL cu sistemul YUV şi NTSC cu sistemul YIQ. S-a 

avut în vedere compatibilitatea cu TV alb / negru - nivelul de gri fiind dat de luminanţă (Y) – şi 

alegerea componentelor de crominanţă a.î plaja lor să fie cât mai mică. 

 

Spaţiul de culoare Ohta a fost gândit astfel încât componentele de culoare să fie cât mai 

decorelate. Astfel, transformarea e o bună aproximare a transformării Karhunen–Loève. 

 

III.2.3. Sisteme de reprezentare perceptuale 

 

Se poate spune că aceste sisteme se inspiră din modul în care pictorii, pentru a obţine culori noi, 

amestecă pigmenţi relativ puternici – “saturaţi” – cu alb şi / sau negru. Munsell a separat 

atributele unei culori în: 

- nuanţă (‘hue’ : H) – e.g., cât de “roşie” sau “verde” e culoarea  

- cromaticitate (C) / saturaţie (S) – cât de amestecată e culoarea cu alb şi/sau negru 

- strălucire / intensitate / luminanţă (‘value’: V) 

E o reprezentare care se apropie şi mai mult de percepţia noastră asupra culorii. Spaţii de culoare 
bazate pe coordonate de tip H, S şi V: HSV, HSL, HIS, HVC, HSL, LCH.  

Cele 3 atribute se reprezintă de această dată într-un spaţiu de coordonate polare: 

- nuanţei îi corespunde unghiul polar 

- saturaţiei îi corespunde distanţa până la axa de simetrie rotaţională 

- intensităţii îi corespunde axa  
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HSV  
 

HVC 

Fig. III.2.3_1 Spaţiul de culoare HSV. Dacă reprezentăm cromaticitatea în locul saturaţiei, în 
locul cilindrului obţinem un con (spaţiul de culoare HVC) [wikipedia] 

Avantajele sistemelor de reprezentare perceptuală: 

- sunt intuitive, chiar dacă modelează şi cazuri excepţionale care contrazic intuiţia, care spune, de 
exemplu, că un galben saturat e întotdeauna mai luminos decât un albastru la fel de saturat 

- separă luminanţa de crominanţă - acesta e un avantaj foarte important (folosit pe larg în 
prelucrarea şi segmentarea de imagini) întrucât permite folosirea independentă a componentelor, 
e.g., H pentru segmentare, I pentru îmbunătăţire contrastă 

Dezavantaje: 

- există singularităţi în transformările RGB R HSV: nuanţa nu e definită pentru gri, saturaţia nu 
e definită pentru alb sau negru pur; în jurul acestor singularităţi avem o sensibilitate care poate fi 
semnificativă 

- nuanţa, având valori unghiulare, nu suportă operaţii cum ar fi medierea 

- depind de sistemele RGB, iar transformarea RGB $ HSV e neliniară şi cu sensibilităţi 
accentuate la extremităţi, corespunzând  rotirii şi proiecţiei cubului RGB într-un hexagon / cerc 

- neuniformitate perceptuală: nu se pot defini grade de similaritate între (două) culori în funcţie 
de distanţa dintre aceste culori. 

Observaţie: Calificarea spaţiilor de culoare ca “independent de echipament” (‘Device 

InDependent’) sau ‘dependent de echipament’ se foloseşte frecvent în problemele de înregistrare 

şi reproducere a culorilor. Un spaţiu de culoare e indep de echipament, dacă există o 

transformare nesingulară între el şi spaţiul de culoare CIE XYZ. Aceste spaţii se mai numesc 

“neredate”, deoarece valorile din spaţiu nu sunt folosite pentru redarea pe un “output device”. 

DD sunt în general “legate” de un ‘input / output device’. Un exemplu de spaţiu DD e DD RGB: 

valorile din spaţiu sunt trimise pentru afișare direct la monitor sau imprimantă – acesta e 

avantajul spaţiilor DD, chiar dacă imaginile afişate nu arată la fel cu cele originale (scanate). 
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Pentru a menţine simplitatea spaţiilor DD, dar şi pentru  a potrivi măcar într-un anumit grad 

culorile între un echipament de intrare şi unul de ieşire, se folosesc spaţiile DD standard – care se 

pot defini în funcţie de spaţii DI.  

III.2.4. Sisteme de reprezentare perceptual uniforme 

 

Charles Poynton, un expert în prelucrarea imaginilor digitale, spunea: “HSL şi HSV au fost 

concepute pentru a specifica numeric cele trei componente (H,S,L). La acea vreme culorile 

trebuiau specificate numeric. Dar acum utilizatorul poate alege culorile vizual, dintr-un Color 

Checker sau Pantone, sau se pot folosi sisteme perceptual uniforme ca L*u*v* sau L*a*b*.” 

În practică, e mai la îndemână evaluarea diferenţei dintre culori asemănătoare decât dintre culori 

mult diferite. Astfel, ca unitate de măsură a diferenţei dintre culori, apare “diferenţa abia 

perceptibilă” (‘Just Noticeable Difference’). JND în sistemele de reprezentare primare e foarte 

neregulată. În planul de cromaticitate xy, JND corespunde elipselor Mac Adams – în interiorul 

acestora culorile nu pot fi diferenţiate vizual. Mărimea şi excentricitatea acestor elipse variază 

puternic cu poziţia centrului lor.  

Construirea unui  spaţiu de culoare perceptual uniform se face stabilind o scară de iluminare 

uniformă şi o diagramă de cromaticitate uniformă pentru culori cu acceaşi luminanţă. Cele două 

tipuri de informaţie – de luminanţă şi crominanţă se combină prin scalarea coordonatelor, astfel 

încât unităţile să corespundă aceleiaşi proporţii de JND. 

În spaţiul Uniform Chromaticity Scale uniformitatea perceptuală e aproape realizată – elipsele 

Mac Adams sunt de dimensiuni şi forme aproximativ egale. Pentru o uniformitate perceptuală 

mai bună şi pentru a suprapune originea spaţiului culorii albe de referinţă (‘White Point’) 

standard, UCS a fost modificat în U*V*W*, spaţiu standardizat de CIE în 1960. În prezent, 

conform  recomandărilor CIE 1976, se folosesc spaţiile Luv şi Lab. De data aceasta, deşi 

sistemul de coordonate e cartezian (ca în cazul CIE RGB şi XZY), componentele iau valori reale 

(nu neapărat întregi).  

WP pentru un iluminant se referă doar la cromaticitate (nu şi la luminozitate) - aceea a unui 

obiect alb “sub” acel iluminant. În general, nu se precizează WP, ci iluminantul (implicit e D50). 
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WP poate fi stabilit în funcţie de aplicaţie (‘white bancing’) – pentru imaginile dintr-o încăpere 

cu iluminare roşiatică, albul de referinţă va fi şi el mai roşiatic, altfel, e posibil să obţinem 

rezultate inacceptabile când încercăm să corectăm aceste imagini.  

Dacă pentru majoritatea iluminanţilor, cum ar fi iluminanţii standard (CIE)  de tip D (‘daylight’) 

corespondenţa iluminant – WP e 1 : 1, pentru alţi iluminanţii relaţia e 1 : n. De exemplu, în cazul 

CIE E (‘equal’ – SPD are o distribuţie uniformă), coordonatele WP sunt de forma (k,k,k), k = 

constant, coordonatele cromatice fiind [x,y] = [1/3, 1/3] 

Conversia între iluminanţi diferiţi: dacă inregistrăm culoarea unui obiect sub un iluminant, putem 

evalua culoarea aceluiaşi obiect sub un alt iluminant, dându-se doar WPs pentru cei 2 iluminanţi. 

O metodă des întâlnită e transformarea de adaptare cromatică ‘chromatic adaptation transform’ – 

o vom folosi şi noi la conversia între spaţii de culoare.  

Spaţiul CIE Luv pleacă de la spaţiul UVW şi, spre deosebire de Lab, se potriveşte situaţiilor cu 

un singur iluminant, unde nu se face vreo transformare de adaptare cromatică. Spaţiul CIE Lab e 

cel mai complet spaţiu de culoare standardizat şi a fost creat pentru a fi o referinţă, independent 

de vreun echipament.  

Chiar dacă Lab (e vorba de spaţiul de culoare CIE Lab, şi nu de spaţiul de culoare Lab definit de 

Hun în 1948) are un gamut mult mai cuprinzător decât al vreunui echipament - mai cuprinzător şi 

decât poate cuprinde vederea umană -, trecerea la o reprezentare 16 biţi / componenta asigură 

suficientă precizie pentru coordonatele Lab, uneori culorile imaginare obţinute în Lab sunt paşi 

intermediari către culori reale, Lab oferind un spaţiu de manevră generos. Cromatica Lab e 

prinsă în planul ab: Oa corespunde poziţionării pe axa verde-roşu ( > 0) , iar Ob corespunde 

poziţionării pe axa albastru-galben: 

 
 

 

Fig. III.2.4_1 Spaţiul de culoare Lab 
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După cum ne aşteptăm, transformările între spaţiile de culoare primare şi cele perceptuale 

uniform sunt neliniare. Conform [Vertan & Ciuc, 2007, p. 190] 

)*
*+
**
,. � 116 � Ð°°)Ñ � 16, eTSi ��w� � . w
//, w a �6/29�/13 �29/6�/w � 16116 , îT gilwK

a � 500?� Ð NN)Ñ � � Ð°°)Ñ@b � 200?� Ð°°)Ñ � � Ð '')Ñ@
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Lab (ca şi Luv) poate fi trecut din coordonate carteziene în coordonate polare prin formulele: 

 - Nuanţă: ±"¸ � kgjw� �"̧� 

 - Saturaţie: 7"¸ � √k� � ´� 

 

Distanţa dintre două culori e: 

∆�"¸ � √∆.� � ∆k� � ∆´�, în reprezentarea carteziană şi 

∆�"¸ � 2∆.� � ∆±"¸� � ∆7"¸�, în reprezentarea polară 

O JND corespunde lui ∆�"¸ 3 2.3, în reprezentarea carteziană. 

 

JND e un fapt care atestă fuzitatea conceptului de culoare – era de aşteptat întrucât culoarea e 

o percepţie, însăşi standardizările CIE bazându-se pe experimente cu expertul uman. În [Vertan 

& Boujemaa, 2000], pe baza JND, se propun histograme fuzzy care să măsoare “tipicalitatea” 

fiecărei culori dintr-o imagine în raport cu toate culorile din imagine, pe baza definirii unor 

distanţe între culori care corespund unor T-norme. Astfel, s-au găsit aplicaţii în regăsirea 
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imaginilor pe baza conţinutului (Content Based Image Retreieval). În [Vertan et al., 2000] să 

măsoară “credibilitatea” fiecărei culori în raport cu toate culorile din ferestra de filtrare, pe baza 

unei distanţe definite conform  JND. 

 

În subcapitolul următor vom dezvolta subiectul caracterului preceptual al culorii pentru a ajunge 

la “Fuzitatea culorii şi procesarea multi-canal” (ultima secţiune a capitolului).  

 

 

 

III.3.  Caracterul perceptual al culorii 

 

III.3.1. Metamerismul sau granularitatea spectrului vizibil 

 

Potrivirea metamerică (a două culori) sau metamerismul e situaţia în care două spectre de puteri 

diferite apar ca aceeaşi culoare. Metamerismul survine faptului că există numai trei tipuri de 

conuri care trebuie să încarce cumulativ energie venind din partea unui interval larg de lungimi 

de undă - spectrul vizual -, astfel încât acelaşi răspuns al conurilor poate corespunde mai multor 

combinaţii de lumini monocromatice. Matematic, aceasta se datorează faptului că  matricea S sau 

A nu e pătrată.  

Două spectre eşantionate de culori diferite, dacă se potrivesc vizual se numesc metameri. În 

esenţă metamerismul e aliasing de culori şi poate fi descris generalizând teorema de 

eşantionare a lui Shannon. Iar aliasing-ul, în general, e o formă de manifestare a 

nediscernabilităţii spectrelor de către om – ne aflăm într-un domeniu al impreciziei. Din 

perspectivă fuzzy metamerismul corespunde granulaţiei care apare la trecerea culorii de la 

reprezentarea spectrală la cea dată de cele trei tipuri de conuri receptoare.       



160 
 

Potrivirea (metamerică) a culorilor are loc în special în cazul culorilor neutre (gri) sau închise. 

Metamerismul depinde de: 

- iluminare, pentru că aparenţa culorii depinde de aceasta. Astfel, dacă schimbăm sursa de 

lumină, culorile pot să nu mai aibă aceeaşi aparenţă 

- geometrie – schimbarea unghiului de vedere poate “strica” metamerismul  

- observator – un observator poate sesiza metamerism acolo unde altul nu-l “vede” 

- dimensiune 

 

 

III.3.2. Constanţa culorii şi vederea prin ‘retinex’ 

 

Se poate vorbi de o inerţie a percepţiei culorii: culorile aceluiași obiect apar ca neschimbate sub 

diferite condiţii de vizualizare (mai ales de iluminare). Un măr verde ne apare ca verde atât la 

prânz, cât şi la amiază. Constanţa culorii e o calitate care ne ajută să recunoaştem obiectele. 

Conform wikipedia, în ‘computer vision’ au fost proiectaţi mulţi algoritmi care să simuleze 

această calitate prin  estimarea reflectanţei. Constanţa culorii e un concept înrudit cu memoria 

culorilor şi actualizarea (‘discounting’) iluminantului (concept pe care îl vom folosi şi noi în 

recunoaşterea pixelilor de piele). În esenţă, e vorba de faptul că vedem “nu numai prin retină dar 

şi prin cortex, adică prin ‘retinex’”, după cum inspirat a numit Edwin H. Land acest sistem.      

Constanţa culorii e antagonică aparenţei culorii - calitate pe care modelele de aparenţă a culorii 

(ca Hunt sau RLAB) o estimează pentru diverse condiţii de vedere.  

 

 

III.3.3. Teoria culorilor opuse 
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Această teorie a fost creată de Hering în anii ’20 pe baza similitudinii culorilor. Similitudinea 

implică un anumit grad de asemănare, ceea ce ne spune că suntem în domeniul fuzzy:  

 

Fig. III.3.3_1 Reprezentarea fuzzy a culorilor, 
sau, mai exact, a variabilei lingvistice “culoare”  

 

 

Teoria culorilor opuse stabileşte o dihotomie -  orice culoare poate fi descrisă ca: 

- roşiatică SAU verzuie 

- galbenă SAU albastră 

O observaţie experimentală interesantă e aceea că o linie verde pe un fond roşu apare ca fiind gri. 

Explicaţia ţine de capacitatea omului de a integra şi însuma imediat informaţiile pe care le 

primeşte. Dacă tricromaticitatea e un model al retinei, teoria culorilor opuse e un model al unui 

mecanism central din creier. 

Culorile opuse pot fi văzute ca fiind complementare, culori care se definesc prin aceea că suma 

lor produce o culoare neutră (gri). Un experiment relevant în ce priveşte “echilibrul” culorilor 

opuse e acela al postimaginii: dacă fixăm cu privirea un obiect de o culoare C şi apoi privim pe 

un perete alb, vom vedea aceeaşi imagine într-o culoare complementară lui C. Psihologia 

percepţiei vizuale atribuie această comportare oboselii unor părţi ale sistemului vizual.  

 

 

III.3.4. Fuzitatea culorii şi procesarea multi-canal 

 

În ce priveşte procesarea multi-canal a semnalelor în [Vertan & Buzuloiu, 2000] se observă că: 

1)  procesarea multi-canal a semnalelor a devenit o necesitate.  
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2) procesarea independentă a fiecărui canal s-a dovedit inadecvată deoarece neglijează corelaţia 
între canale; pe de altă parte tehnicile de decorelare, e.g., KLT, s-au dovedit ineficiente 
computaţional şi adecvate doar pentru clasa semnalelor cu proprietăţi statistice stabile în timp. 

În schimb, s-au exploatat cu succes câteva proprietăţi interesante ale spaţiilor de culoare 

perceptuale, cum ar fi: 

 - în imaginile naturale saturaţia e relativ scăzută şi e proporţională într-un grad semnificativ cu 
nuanţa 

 - zgomotul independent per canalele R / G / B e redus în componenta I (luminanţă) 

De exemplu, în [Carron & Lambert, 1996]  s-au introdus câtefa reguli fuzzy de decizie “soft” în 

ce priveşte importanţa relativă a celor 3 componente:  

1. if (Saturation is low) then (the Hue is irrelevant) AND (the Intensity is used for further 
processing) 

2. if (Saturation is medium) then (the Hue is weakly relevant) AND (Hue and Intensity used for 
further processing) 

3. if (Saturation is high) then (the Hue is very relevant) AND (the Hue is used for further 
processing) 

Imaginile digitale sunt mapări 3D $ 2D ale scenelor naturale, eşantionate, cuantizate şi, astfel, 

înglobează multă incertitudine, atât în ceea ce priveşte valoarea cât şi locaţia. Abordarea fuzzy a 

procesării multi-canal a venit natural – filtrele fuzzy sunt o categorie aparte de filtre, numite şi 

“granular adaptive”, se bazează, în mare parte, pe experienţa unui expert (uman) capabil să 

furnizeze reguli de clasificare.  
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IV§ Contribuţii practice 

 
 
 

IV.1 Transformări eficiente între spaţii de culoare 

 

 
Utilitatea trecerii dintr-un spaţiu de culoare în altul e evidentă din moment ce o problemă se 

poate rezolva mai bine (am construit deja un algoritm e.g., un algoritm de “reducere a ochilor 

roşii”, optim, calibrat) într-un spaţiu de culoare, X, decât în altul, Y. Portarea rezolvării 

problemei din X în Y presupune etapele: aplicarea unei transformări directe X $ Y, rezolvarea 

problemei în Y şi transformarea inversă Y$ X.  

Unele spaţii de culoare decorelează mai bine componenta de luminanţă de cea de crominanţă, 

ceea ce poate fi interesant, în particular, când ne propunem să extindem o prelucrare pe imagini 

(în scară de) gri la imagini color. Spaţiile de culoare uniform perceptuale sunt mai adecvate când 

ne propunem să lucrăm cu o metrică în spaţiul culorilor. Utilitatea apare şi când, pur şi simplu 

vrem să vedem o imagine în spaţiul ei nativ, adică în spaţiul de culoare în care a fost concepută. 

În ce priveşte problema generală pe care o tratăm în această lucrare, considerăm că alegerea unui 

spaţiu de culoare potrivit poate fi decisivă pentru rezolvarea unei probleme de clasificare în 

imagini. 

Contribuţia noastră constă în faptul că introducem o metodă nouă prin care obţinem performanţe 

mai bune în ce priveşte acurateţea şi viteza de calcul a unei conversii oarecare între spaţii de 

culoare pentru echipamente – vezi şi [Georgescu 1, 2009].  
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Necesitatea de spaţii de culoare diverse şi de conversii între acestea a dus la necesitatea 

standardizării, lucru de care s-a ocupat ICC - International Color Consortium - , numele nou 

pentru CIE [ICC]. Să reamintim că CIEXYZ e “the master color space”, baza pentru toate 

sistemele de management de culori, conţinând toate culorile perceptibile de către om. CIELAB 

derivă din CIEXYZ, fiind varianta sa uniform perceptuală. Astfel, aceste două spaţii de culoare 

sunt de referinţă.  

 

IV.1.1. Conversia între spaţii de culoare pentru echipamente 

 
În acest subcapitol vom folosi două spaţii de culoare echipament (pentru echipamente), aditive, 

care sunt un standard de facto în industrie: sRGB (standard RGB) şi Adobe RGB (1998) - vezi 

[ICC]. sRGB e un standard promovat de corporaţiile HP şi Microsoft, fiind cel mai cunoscut 

spaţiu de culoare pentru monitoarele PC-urilor şi spaţiul de culoare presupus de cele mai multe 

aplicaţii (inclusiv browser-ele web), deşi gama sRGB e una relativ redusă. Adobe RGB (1998) e 

spaţiul de culoare cel mai folosit în publicaţii de designeri, graficieni şi, în general, lucrători 

profesionişti cu imagini digitale. Acest spaţiu are o gama mult mai largă decât sRGB, putând 

captura nuanţe de culoare mai “adânci” sau cu o “strălucire” mai mare. Oricum, dacă aplicaţia nu 

“ştie” că imaginea a fost înregistrată în Adobe RGB, ea va arăta la fel de “plată” pe un 

echipament cu spaţiul de culoare implicit sRGB, conţinând şi conversii de culoare incorecte, e.g. 

verdele va apărea prea galben etc. Să vedem 

poziţionarea în interiorul diagramei de cromaticitate a 

celor două spaţii de culoare echipament între care 

vom implementa conversia: 

 

Fig. IV.1.1_1 ‘Gamut’ sRGB şi Adobe RGB (1998) 

conform wikipedia 
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IV.1.1.1. Principiul 

 
Conform ICC o transformare, dintr-un spaţiu de culoare echipament (‘device color space’) în 

altul, trece printr-un PCS (‘Profile Connection Space’): Color Space 1 → PCS (CIELAB sau 

CIEXYZ) → Color Space 2. Fiecare echipament care capturează şi afişează culori poate avea 

profilul său. Unele produse vin cu profilele furnizate de poducător, dar putem genera şi noi 

profilul pe care îl dorim folosind un colorimetru.  

Ilustrăm procesul conversiei între spaţiile de culoare echipament sRGB (iluminant D65) şi 

ProPhoto (iluminant D50). Chiar dacă e vorba de aceste spaţii de culoare, procedura ilustrată e 

una generală, adică de conversie între oricare două spaţii de culoare (pentru echipamente). 

Principiul conversiei: transformarea trebuie să “treacă” prin stimulii absoluţi (‘absolute 

tristimulus’ conform  ICC):  

 

Fig. IV.1.1_2 Etapele procesului de conversie între două spaţii de culoare echipament  

Precizăm aceste etape pentru, urmând să le detaliem în subsecţiunile următoare:  

1. (R’, G’, B’) echipament →(R, G, B) liniar după corecţia gamma sRGB 

2. (R, G, B) liniar →(X, Y, Z) : tristimulus relativ sRGB  

3. (X, Y, Z), adică tristimulus relativ sRGB →(X, Y, Z) tristimulus absolut în cadrul conversiei 
între iluminanţi diferiţi (‘chromatic adaptation transform’) 

4. şi 5. reiau în sens invers 2. şi 1., de data asta în spaţiul de culoare destinaţie ProPhoto  
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IV.1.1.2. De la spaţiul de culoare echipament la PCS 

 

PCS e o prescurtare atât ‘Profile Connection Space’ cât şi ‘Profile Color Space’, în fapt două 

expresii echivalente. Acest profil descrie transferul de la spaţiul de culoare echipament la spaţiul 

de culoare absolut, adică standardizat. Trecerea de la spaţiul de culoare echipament la PCS 

cuprinde etapele 1. şi 2. de mai sus. 

Etapa 1. constă în trei corecţii gamma, una per fiecare canal – e.g., pentru componeta R avem: 

 ]redTRC[RR dl =              (1) 

: unde lR  e valoarea ‘linear’ şi dR  e valoarea ‘device’. Similar, pentru celelalte componete, G şi 

B. TRC (‘tone reproduction curves’) e o expresie echivalentă cu ‘gamma correction’, fiind legată 

de electronica echipamentului.  

Transformarea gamma inversă (“RGB →  R'G'B”) e: 

  

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d          (2) 

Similar, celelalte componete, G şi B. Observăm trunchierea la intervalul [0,1]. De reţinut şi că 

transformrea gamma (directă şi inversă) e specificată prin puncte de control cu coordonatele în 

intervalul [0,1].  

Etapa 2. Transformarea (R, G, B) liniar →valorile de tristimulus relativ (X, Y, Z) sRGB e o 

transformare liniară, i.e. care poate fi descrisă printr-o matrice 3 x 3 (ea se dă codificat în fişierul 

.icm). Etichetând cu ‘r’, ‘g’ şi ‘b’ coloanele şi cu ‘X’, ‘Y’ şi ‘Z’ rândurile acestei matrici, 

expresia lui Xrelativ e 

  Xr = (rX, gX,  bX) • (R, G, B)l.      (3) 
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Similar, Y şi Z, vom folosi în formulă Y şi, respectiv, Z. Transformarea inversă se face prin 

înmulţire cu inversa matricei. 

 

IV.1.1.3. De la colorimetria relativă a PCS la colorimetria absolută 

 
Etapa 2., adică transformarea (Xr, Yr, Zr) →(Xa, Ya, Za) (tristimulus relativ sRGB →  tristimulus 
absolut), constă într-o scalare: 

rimw X  )/X(X ⋅=aX
         (4) 

Similar, se calculează Ya şi Za, cu mw Z)Y, (X,  media punctului de alb (‘White Point’); 

i Z)Y, (X,  reprezintă albul PCS-ului (‘illuminant white’, care, e.g., pentru spaţiul de culoare 

echipament ProPhoto din Fig. IV.1.1_2, e D50, cu X=0.9642, Y=1, Z= 0.8249). 

 

 

IV.1.2 Implementarea conversiei  

 

Vom implementa conversia din Fig. IV.1.1_2 cu Adobe RGB (1998) pe post de ProPhoto, în 

ambele sensuri: sRGB R Adobe RGB.  

Spaţiul de culoare pentru un echipament se codifică conform  ICC într-un fişier ‘.icm’. Vom 

folosi varianta Nikon a celor două fişiere. Deşi implementarea noastră e pe 8 biţi / canal 

(componentă), ea se poate adapta uşor pe 16 biţi / canal. 

 

IV.1.2.1. Modulele aplicaţiei 

 

Iată, în ordinea apelării, modulele aplicaţiei pe care am proiectat-o şi implementat-o în C++, în 

ideea portabilităţii codului, dar şi a testării vitezei de calcul: 
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Citirea şi decodarea informaţiei dintr-un fişier .icm 

 - date fiind prin două .icm-uri cu profilele de culoare (PCS) cele două spaţii de culoare între care 

facem conversiile (directă şi inversă), acest modul va furniza o structură cu informaţia necesară 

conversiilor 

Implementarea efectivă a conversiilor - iată blocurile acestui modul: 

 

 

 

Fig. IV.1.2_1 Conversia de la spaţiul 
de culoare 1 la spaţiul de culoare 2 

 

 

 

IV.1.2.2. Testarea acurateţei şi vitezei de calcul. Surse de erori (puncte slabe) 

 

Prin acurateţe înţelegem impresia perceptuală şi reversibilitatea transformării, respectiv cât mai 

puţine variaţii (erori) pe parcursul unei transformări dus-întors. e.g., dacă plecăm de la o imagine 

A în Adobe RGB  şi facem conversiile  

)()()( AdobeRGBAAsRGBSAdobeRGBA →→  

AA trebuie să fie “cât mai” identică cu A.  

Pentru eficienţa şi relevanţa exprimării numim cele 3 blocuri din2. IV.1.3_1: Cdev_lin, 01 (acest 

bloc operează cu numere din intervalul [0,1]) şi Clin_dev. Mai mult, Cdev_lin şi Clin_dev le pot 

numi gamma directă şi inversă. Astfel, procesul unei conversii devine: gamma $ 01 $ gamma-1. 

De asemenea, în loc de (R’, G’, B’) echipament în spaţiul 1, vom scrie RGBdev1, iar în loc de 

(R, G, B) liniar în spaţiul 1, vom scrie RGBlin1. 
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În ce priveşte blocul 01, de conversie de la coordonatele liniare într-un spaţiu de culoare la 

coordonatele liniare într-un alt spaţiu de culoare, nu apar erori: într-o aplicaţie C optimizată 

erorile apar la a opta zecimal. Motivul e simplu: putem reduce toate operaţiile care au loc în acest 

bloc la o înmulţire cu o matrice (3 x 3). 

Erorile apar inerent pentru transformările gamma (directă şi inversă), iar noi trebuie să 

interpolăm această transformare dată prin puncte, şi nu printr-o formulă matematică, deşi ştim 

din teorie că  transformarea (sau corecţia) gamma e o funcţie putere de forma γIO = , γ  fiind 

coeficientul gamma, intrarea I şi ieşirea O situându-se în intervalul [0, 1]. O valoare gamma 

1<γ , micşorând prin transformarea gamma un interval de pe abscisă, e uneori numită ‘encoding 

gamma’. Decodarea corespunde unei transformări gamma inverse cu 1>γ . Codarea / compresia 

gamma se foloseşte pentru codarea luminanţei liniare sau a calorilor RGB liniare în semnale 

video analogice sau digitale; decodarea / decompresia gamma apare “spontan” în tubul catodic 

(CRT) de care dispun monitoarele – putem spune că e o decodare hardware. Pe de altă parte, 

codarea gamma mapează datele  (atât analogice cât şi digitale) într-un domeniu mai uniform din 

punct de vedere perceptual.  

Pentru un monitor CRT, se spune că γ  e aproximativ 2.2. De fapt, γ  variază între 1.8 şi 2.5. Şi, 

aşa cum spuneam, un spaţiu de culoare al unui echipament, γ  se dă prin mai multe puncte de 

control, care pot diferi de la un producător la altul.  

 

Fig. IV.1.2_2 Transformarea gamma pentru 

canalul R, în cazul spaţiului de culoare sRGB 

de la Nikon[Nikon].   
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IV.1.2.3. Tratarea erorilor. Optimizări  

 

Întrebarea principală care se pune în ce priveşte acurateţea conversiei e: cum să interpolăm între 

punctele de control care specifică transformarea gamma pentru a obţine cea mai “exactă” 

transformare gamma? Conform teoriei, dar şi graficului de mai sus, putem scrie: 

expxy =              (5) 

, unde x e valoarea unei componente R/G/Bdispozitiv normalizată la [0,1], y e R/G/B liniar şi exp e 

un număr real. E o dependenţă nonlineară. Cum interpolăm? Interpolarea liniară ar fi cea mai 

bună metodă, prin simplitate şi viteză de calcul. Ideea e să aplicăm  logaritm-ul relaţiei (5). 

Astfel, obţinem o dependenţă liniară [Beu, 1999]: 

)lg(exp)lg( xy ⋅=             (6) 

Abordarea transformării gamma va fi: 

1. Aplicăm  logaritmul  coordonatelor punctelor de control (la o intrare 0, ieşirea va fi 0: tratăm 
special acest caz pentru a ne asigura condiţiile de existenţă pentru logaritmare): 

2. Interpolează liniar pentru a calcula lg (R/G/B liniar) = R/G/B i 

3. Calculează  i) R/G/B(linear  R/G/B 2= (folosim logaritmul în baza 2 pentru viteză de calcul – 
împărţirile la 2 se realizează ca deplasări la dreapta ale biţilor). 

Toate acestea le facem într-o etapă de preprocesare - construim un LUT (‘lookup table’) pentru 

procesarea efectivă. Mai mult, să ne amintim că trecerea de la un RGB linear la altul (blocul 01) 

e, în fapt, înmulţire cu o matrice (3 x 3). Inserăm ŞI această informaţie (înmulţirea cu o 

constantă) în LUT. Astfel, pentru o acurateţe şi o viteză de calcul mai mari avem  

-  pentru blocul gamma: 1] [0,  [0..255]:R/G/B lutTRC a .  

- pentru blocul 01: [0,1]  [0..255] :R/G/BlutMatrix a . Acest LUT foloseşte lutTRC şi 
precalculează termenii conform relației (3), astfel încât trecem un pixel din RGBdev1 în 
RGBlin2 prin trei operaţii de ‘lokup’ cu lutMatrix şi două adunări. 
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- pentru blocul gamma-1 folosim invlutTRC [0..255]  [0,1] a .  

Cum interpolăm pentru blocul gamma-1? Avem de ales o singură valoare ieşirea corespunzatoare 

componentei R/G/B a unui pixel. Vom folosi această restricţie şi faptul că transformarea gamma 

(directă sau inversă) e monotonă. Astfel, calculăm la preprocesare conform  coordonatelor 

punctelor de control (pentru acurateţe folosim aceeaşi abordare ca în cazul transformării gamma 

directe - logaritmare, interpolare liniară şi ridicare la putere): 

1] [0,  ],2,...,255
2

3
 1, ,

2

1
 [0,: R/G/BlutTRCinv

a , adică luăm şi mijloacele intervalelor definite de 

întregi în domeniul acestui LUT. Acest lucru ne va fi deosebit de util în a implementa o 

transformare gamma inversă eficientă. Fie x valoarea unei componente liniare R/G/B şi, prin 

transformarea gamma inversă, vrem să aflăm valoarea componentei echipament y + [0..255]. 

Folosim următoarea teoremă, valabilă (cu adaptarea inegalităţii) pentru orice f monotonă: 

Teoremă: Fie o funcţie ℜℜ a:f monoton crescătoare. Pentru a decide dacă y e una din două 

valori consecutive pe ordonată (y1 şi y2 = y1+1), dându-se o valoare x pe abscisă, cea mai 

eficientă metodă e aceasta: y > f(xm) ? x2 : x1, unde xm = x1 + ½, i.e. alege x2 dacă y > f(xm), 

altfel alege x1.  

Funcţia gamma e monoton crescătoare. Astfel, conform  teoremei de mai sus, putem  folosi un 

LUT ( -1lutTRC ) şi pentru blocul gamma-1. Operaţia de lookup, făcându-se pe un vector ordonat, 

are complexitatea O (lg N), aceasta fiind şi complexitatea trecerii unui pixel dintr-un spaţiu de 

culoare echipament într-altul.    

Mai putem optimiza viteza de calcul folosind: 

 - operatori de deplasare pe biţi pentru implementarea înmulţirilor şi împărţirilor 

 - o abordare ‘run length’ – în general, într-o imagine sunt regiuni de mărime considerabilă în 

interiorul cărora pixelii au culori cel puţin similare (e o problemă foarte interesantă de 

clasificare) => într-un proces de conversie ar fi util să reţinem valorile deja calculate. Există şi 

CLUT (color look-up table): un mecanism folosit pentru a transforma un interval de culori în alt 

interval de culori. CLUT poate fi implementat hardware sau software.  
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IV.1.3 Testarea conversiei  

 

Pentru testarea conversiei am folosit un ‘Color Checker’, la o rezoluţie de 7 M px: 

 

Fig. IV.1.3_1 şi IV.1.3_2: prima imagine corespunde unei conversii Adobe RGB $ sRGB cu 
logaritm (metoda noastră), următoarea corespunde aceleiaşi conversii cu metoda clasică 
(interpolare liniară) 
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Aşa cum am spus la secţiunea IV.1.2.2 testăm acurateţea conversiei prin impresia perceptuală şi 

reversibilitatea transformării, adică gradul în care apar cât mai puţine variaţii (erori) pe parcursul 

unei transformări dus-întors între cele două spaţii de culoare. Impresie perceptuală pe care am 

încercat să o redăm în figura de mai sus, chiar dacă, restricţionaţi de suportul acestei lucrări, 

prezentăm imagini nu numai comprimate de la formatul .bmp la formatul .jpg, dar şi micşorate 

pentru a putea fi puse în pagină.   

La o privire atentă, câteva diferenţe între cele două imagini pot fi observate, în special, în 

regiunile unde negru e predominant, e.g. sub masă, la obiectele negre şi în zonele de umbră. În 

conversia fără logaritm, pare că un praf foarte fin se întinde peste imagine. E predictibilă acestă 

aparenţă – iată un argument grafic: 

  

Fig. IV.1.3_3 Argument grafic al acurateţei superioare a 
metodei noastre, dar şi al aparenţei imaginilor anterioare 

 

 

 

Reversibilitatea transformării a fost măsurată în tabela de  diferenţe: 

DIFFs % AAlog_A AAdll_A Sfoto_Slog Sfoto_Sdll Slog_Sdll 

0 0.2540932 73.9935169 77.5440351 77.6912546 64.4213062 
1 0.0842800 0.0898927 24.5896225 36.5294016 0.4897142 
2 0.0518853 0.0539477 2.8738575 5.5211811 0.0000000 
3 0.0479098 0.0487633 1.2290542 1.1713816 0.0000000 
4 0.0437978 0.048417 0.6488032 0.7836487 0.0000000 
5 0.0167462 0.0228856 0.3099478 0.4948573 0.0000000 
6 0.0004093 0.0014532 0.1009818 0.2982464 0.0000000 

Max difference 34 36 52 59 8 
channel B B R R R 

(R,G,B)pixel (186,166,3) (186,166,3) (52,92,56) (0,90,49) (9,15,11) 
Tabela arată diferenţele între imaginile rezultate în urma procesării unei imagini iniţiale: A.bmp 

= imaginea cu ColorChecker luată cu o cameră foto Nikon în spaţiul de culoare Adobe RGB. 

Acesta e înţelesul lui ‘A’. ‘AA’ înseamnă imaginea trecută în sRGB (imaginea ‘S’) şi înapoi în 
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Adobe RGB. ‘log’ se referă la conversia cu  logaritm, ‘dll’ se referă la soft-ul Nikon pe care l-am 

avut la dispoziţie pentru a avea un termen de comparaţie relevant, iar ‘foto’ se referă la o cameră 

Nikon performantă care putea achiziţiona aceeaşi scena atât în sRGB, cât şi în Adobe RGB. 

Prima coloană indică:  

- <i> : = i*5 prag  pentru compararea imaginilor octet cu octet, e.g. ‘3’ se referă la diferenţele 
peste 15. Diferenţele sunt calculate ca procent din numărul total de octeţi din imagine.  

- ‘Max difference’: diferenţa maximă per octet între imagini 

- ‘Channel’: componenta R/G/B pentru care am obţinut ‘Max diff’ 

- ‘(R,G,B) pixel’: pixelul care conţine ‘Channel’. 

Cifrele din tabela arată nu numai că metoda nostră e comparabilă cu cea a lui Nikon – vezi 

coloana Sfoto_Sdll, coloană care mai arată că softul produs de Nikon nu interpolează în 

domeniul logaritmic (şi, ştim, nici liniar) – ci şi că, în unele privinţe, chiar îi e superioară. Astfel, 

se confirmă impresia perceptuală că varianta ‘log’ e mai precisă, comparînd coloanele 

‘AAlog_A’ şi ‘AAdll_A’ din tabelă, coloanele care numără erorile introduse de o conversie dus-

întors. E interesant de observat că ‘(R,G,B) pixel’ e acelaşi pentru aceste coloane. Coloanele 

Sfoto_Slog şi Sfoto_Sdll ne arată că, prin varianta noastră, ne apropiem mai bine decât însuşi 

softul produs de Nikon de fotografia obţinută cu camera Nikon, fotografie care beneficiază şi de 

nişte corecţii suplimentare.  

În ce priveşte viteza de calcul a conversiei, considerăm că am argumentat suficient. Mai afirmăm 

numai că, folosind LUT-uri, timpul de procesare se reduce de la minute la secunde. 

 

 

IV.1.4 Concluzii 

 

Termenul de comparaţie a metodei noastre a fost o metodă de conversie (între spaţii de culoare 

pentru echipamente) “de top” din industrie, anume cea folosită de firma Nikon, metodă a cărei 

implementare (cod executabil, dar şi cod sursă) am avut-o la dispoziţie. Am lucrat chiar cu 
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profilele de culoare sRGB şi Adobe RGB pentru Nikon. Implementarea noastră a fost propusă 

firmei Nikon, nu ştim ce s-a întâmplat mai departe, întrucât am schimbat serviciul. Avantajele 

majore ale metodei noastre sunt: 

 1. viteza de calcul superioară graţie unei “lut-ificări” ingenioase, fără a folosi multă memorie 

suplimentară pentru aceasta. În fapt, construim în etapa de preprocesare următoarele 3 LUT: 

 1] [0,  [0..255]:R/G/B lutTRC a  

 1] [0,  [0..255]:R/G/BlutMatrix a  

 
1] [0,  ],2,...,255

2

3
 1, ,

2

1
 [0,:R/G/B lutTRC 1-

a
 

Prima şi a treia sunt destinate transformării / corecţiei gamma, directe şi, respectiv, inverse,  într-

un spaţiu de culoare (pt.) echipament(e) – de fapt, transformarea care pune “la încercare” viteza 

de calcul şi acurateţea metodei; cea dea doua e destinată trecerii de la “coordonatele” liniare într-

un spaţiu de culoare echipament la “coordonatele” liniare într-un alt spaţiu de culoare 

echipament. 

“Lut-ificarea” e bazată atât pe faptul că reprezentarea componentelor unei culori se face într-un 

domeniu limitat, darşi pe analiza pe componente a procesului conversiei între cele două spaţii de 

culoare. Pentru transformarea gamma inversă lut-ificarea” e bazată pe teorema pe care am 

enunţat-o la sfârşitul subsecţiunii IV.1.2.3. 

 2. acurateţe graţie observării alurii graficului transformării gamma conform  punctelor de control 

specificate de profilele de culoare şi aplicării unei interpolări potrivite, adică a interpolării liniare 

în domeniul logaritmic – aceasta a accelerat ŞI viteza de calcul 

 3. generalitatea abordării: adresăm problema oricărei conversii între spaţii de culoare pentru 

echipamente. Aşa cum am subliniat mai sus, zona slabă a unei conversii între două spaţii de 

culoare, transformarea gamma o tratăm într-o manieră care se pretează şi la alte transformări 

specificate prin puncte de control,  ideea fiind că interpolăm conform  alurii curbei transformării, 

acest fapt dându-ne posibilitatea să avem performanţe atât în ceea ce priveşte acurateţea, cât şi 

viteza de calcul.  
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Chiar şi  procesul de “lut-ificare” poate fi generalizat – de aceea am simţit nevoia  să precizez la 

sfârşitul subsecţiunii IV.1.2.3. acea teoremă.  

 
 

 

 

IV.2 Definirea formei spaţiului unei probleme de recunoaştere 

nedeterminate şi modelarea acestuia. Cazul ‘skin detection’ 

 

Chiar dacă vom trata problema specifică a determinării eficiente a unui “spectru” de culori 

conform  căruia să putem detecta zonele de piele (umană) dintr-o imagine digitală, adică, ne 

propunem să  determinăm un ‘skin locus’ (SL) în vederea detecţiei zonelor de piele (‘skin 

detection’: SD), metoda noastră de extragere maximală  (în sensul eficenţei menţionate) a 

informaţiei din date poate fi generalizată şi pentru alte probleme nedeterminate de clasificare în 

imagini. Această “extragere maximală” presupune nu numai contorizarea pixelilor care aparţin 

unei clase (în cazul nostru, clasa pixelilor de skin (S)) şi, mai departe, stabilirea unei măsuri 

probabilistice de a fi ‘skin pixel’ (SP) pentru fiecare pixel dintr-un anumit spaţiu de culoare. Se 

reţin  ŞI condiţiile de achiziţie a imaginilor. Vom stabili o taxonomie a bazei de imagini de 

calibrare ŞI după tipul şi setările camerei foto. Astfel, vom furniza un cadru de lucru adaptiv şi 

dinamic, capabil să îmbunătăţească orice metodă de clasificare bazată pe clasificarea pixelilor. 

Această flexibilitate plus cele două ingrediente majore în industrie, acurateţea şi viteza de calcul, 

vor configura față   cu ‘the state of the art’-ul existent o metaeuristică mai eficientă de 

determinare a formei spaţiului unei probleme de recunoaştere nedeterminate - vezi şi 

[Georgescu, 2010]. Tot în acest subcapitol vom trata şi problema modelării  acestui spaţiu - vezi 

şi [Georgescu, 2011]. 

În particular SD joacă un rol important într-o categorie largă de aplicaţii de procesare a 
imaginilor, cum ar fi:  

 - detecţia feţei şi / sau urmărirea feţei (‘face tracking’) / persoanei 

 - analiza mimicii 
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 - detecţia mâinilor pt.: recunoaşterea gesturilor, controlul robotic şi diverse “interacţiuni” om-
calculator 

 - filtrarea conţinutului pornografic de pe internet 

 - găsirea imaginilor pe baza conţinutului (‘content-based image retrieval systems’) etc. 

 

 

 

IV.2.1. Stadiul actual şi problematica metodelelor de detecţie a pielii 

 

Aşa cum e arătat într-un articol recapitulativ, [Kakumanu et al., 2006] “recent, metodele SD 

bazate pe informaţia culorii pielii au câştigat o mare atenţie din punct de vedere al efortului 

computaţional, al robusteţei la rotaţii şi scalări, şi ocluzii parţiale”. Aceste metode s-au dovedit a 

fi optimale în termeni de robusteţe şi, vom vedea, în cazut metodei noastre, modularitate. 

Scopul nostru e de a găsi cel mai “generos” cadru de lucru pentru aceste metode - stabilim o 

mataeuristică care permite înglobarea eficientă (‘plug and play addition’) într-o metodă de SD a 

oricărui  criteriu nou (e.g.  un criteriu de mişcare, sau un criteriu de vecinătate, cum ar fi textura 

pielii, sau prototipuri de culori ale pielii, sau caracteristici de formă pentru feţe / ochi), în vederea 

creşterii selectivităţii metodei (reducerii fals pozitivelor). E o metodă dinamică de detecţie 

(bazată pe pixeli) şi în sensul că putem îngloba informaţii noi pentru detecţie prin adăugarea la 

Skin Locus-ul existent de noi pixeli de piele, sau prin modificarea informaţiei de probabilitate 

(vezi mai jos) pentru pixeli din SL-ul existent. Dinamicitatea metodei permite şi calibrarea ei, 

e.g., putem calibra metoda pentru detecţia pielii în imagini cu persoane de rasă caucaziană. 

Amintim că, în literatura de specialitate, o metodă de SD ‘pixel-based’ clasifică fiecare pixel ca 

fiind de piele sau nu, independent de vecinii săi; prin contrast, o metodă ‘region-based’ ar lua în 

considerare aranjamentul spaţial al zonelor cu piele [Chang & Zhiqiang, 2007] – acesta e doar o 

taxonomie folosită pentru a clarifica principiile. Pentru a “profita” cât mai mult de pe urma 

oricărei informaţii, vom avea în vedere că SD trebuie să ţină cont şi de caracteristicile de 

conectivitate a pixelilor de piele – în faza de modelare a SL vom face prelucrări morfologice 

corespunzătoare asupra SL-ului obţinut anterior prin culegerea informaţiei pixelilor. Această 
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“intuiţie” topologică, pusă în serviciul metodei noastre, împreună cu informaţia de probabilitate 

asociată fiecărui SP ne situează în domeniul tehnicilor fuzzy. 

O cameră digitală (Charge-Coupled Device) color poate fi descrisă ca un filtru care trece 

semnale continue de culoare într-o reprezentare cu 3 componente (‘Red, Green and Blue’), 

fiecare  componentă având o valoare într-un interval limitat. Această compresie a spectrului 

generează metamerism – vezi subsecţiunea III.1.2.1. (“Metamerismul sau granularitatea 

spectrului vizibil”). În general, ne-linearitatea camerei (foto) e cauzată de conversia intrare-ieşire 

conversie care depinde ŞI de semnalul de intrare. Deşi în formarea unei imagini color factorii 

principali sunt distribuţia spectrului de putere al iluminantului, senzitivităţile spectrale ale 

camerei şi reflectanţa suprafeţelor, de altfel, factori foarte greu de precizat, sunt mulţi alţi factori 

care pot avea un efect esenţial: geometria (scenei şi poziţia camerei faţă de aceasta, umbre etc.), 

mediul înconjurător, tipul şi setările camerei, electronica şi alte non-idealităţi ale camerei.  

Toate aceste aspecte reale ne conduc la o abordare centrată pe datele experimentale, “căzând” 

abordările care încearcă să deducă  ecuaţii matematice, prin care am putea modela spaţiul soluţiei 

problemei. De altfel, noi, ca şi alţi cercetători, am experimentat faptul că o asemenea abordare e 

mai eficientă decât a încerca să “prindem” SL în formule explicite. 

SD are o istorie însemnată, şi, în ultima decadă, au fost publicate unele articole recapitulative şi 

comparative privind diferite tehnici [Gonzalez et al. 2010]. Metaeuristica pe care o propunem e 

un mixaj între câteva metode populare de SD, încercând să luăm ce e mai bun din  acestea din 

punct de vedere al eficienţei reclamate de industria procesării imaginilor. În acelaşi timp, în ideea 

modularităţii, dar şi a programării orientate pe obiecte, pentru a ajunge la implementarea de SD, 

urmăm o succesiune de etape general acceptată – conform  [Vezhnevets et al., 2003] apar 3 mari 

subprobleme în construcţia unui sistem de SD: 

1. ce spaţiu de culoare să alegem 

2. cum vom modela distribuţia culorilor de piele (‘Skin Pixels’) în acest spaţiu 

3. algoritm-ul efectiv de SD (ce se întâmplă la preprocesarea unei imagini) 
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IV.2.2. Alegerea spaţiului de culoare şi colectarea pixelilor de piele 

 

IV.2.2.1 Alegerea spaţiului de culoare 

 

Deşi în literatura de specialitate există puncte de vedere conform  cărora alegerea spaţiului de 

culoare nu are legătură cu performanţa unei SD, mai multe studii raportând o rată de 95%  pentru 

detecţia corectă şi o rată între 15%  şi 30% pentru detecţia incorectă, nu credem în generalitatea 

acestor evaluări. Suntem de acord însă cu faptul că, pentru orice SD, e mai puţin probabil să 

ratăm un pixel de piele(SP), decât să confundăm non-SP cu SP. 

Simţul comun ne sugerează că apariţia pielii în imagini poate fi mai degrabă controlată de 

crominanţă decât de luminanţă: luminanţa poate varia într-un interval mult mai larg decât 

crominanţa. Multe lucrări de determinare a SL într-un spaţiu de culoare au renunţat la 

componenta de luminanţă. Această reducere a dimensionalităţii SL (de la 3D la 2D) a 

eficientizat foarte mult procesarea ulterioară. În plus, SL-ul 2D se poate “generaliza” la unul 3D, 

asigurându-ne astfel de reducerea fals negativelor – un deziderat principal, având în vedere că, de 

multe ori SD are loc ca etapă intermediară altei probleme, e.g. de reducere a ochilor roşii în 

imagini (vezi subcapitolul următor). O decorelare cât mai bună între crominanţă şi luminanţă 

devine foarte utilă. E unul dintre motivele principale pentru care am ales spaţiul de culoare 

YCbCr pentru metoda noastră de SD. YCbCr e un spaţiu de culoare care se mapează foarte bine 

şi pe cerinţele industriei (avem în vedere şi simplitatea transformării RGB ↔ YCbCr) procesării 

imaginilor, dar şi pe cerinţele industriei procesării semnalelor video 

YCbCr e un spaţiu de culoare foarte popular în ‘pixel based SD’ [Gonzales & al., 2010]. YCgCr, 

o variantă a lui YCbCr, a fost “raportat” că “produce” un SL mai compact  [deDios & Garcia, 

2003]. Acest spaţiu de culoare foloseşte o diferenţă de culoare (G-Y) mai mică decât (B-Y) – 

cum se face în general pentru a minimiza erorile de codare-decodare – e, totuşi, definit exclusiv 

pentru aplicaţiile de analiză de imagini, mai ales pentru segmentarea feţelor. Oricum, alegerea ca 

spaţiu de culoare YCgCr faţă de YCbCr nu ar schimba semnificativ consideraţiile noastre. 
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IV.2.2.2. Colectarea pixelilor de piele 

 
Pixelii de piele (SP) îi vom culege dintr-o bază cu fotografii, în care feţele au fost marcate 

(selectate) prin poligoane, iar benzile (dreptunghiurile) gurii şi ochilor au fost îndepărtate. 

Marcarea nu trebuie să fie “foarte” exactă. Punând unele praguri pe ordonata graficului 

histogramei cumulative a luminanţei putem elimina din selecţie culorile minoritare, care nu pot fi 

luate drept culori de piele, e.g. fire de păr negre (prag inferior) sau albul ochilor (prag inferior). 

Aceste praguri le punem procentual – între 5 si 10%.   

Reţinem pentru fiecare SP: Y, Cb, Cr numărul de apariţii (informaţie de probabilitate).  

Informaţia de probabilitate, în fapt frecvenţa relativă a SP, ne dă posibiliatea construirii unui 

cadru “generos”, cu posibilităţi de extindere şi înglobare a diverse informaţii, nu numai de natură 

probabilistică, dar şi fuzzy, cu toate avantajele lor menţionate la capitolul “Domeniul 

impreciziei”. 

 

Să observăm forma Skin Locus-ului. 

 

Fig. IV.2.2_1 Reprezentarea 3D of a SL - în 
spaţiul YcbCr -  conform  [Georgescu, 
2010] 

E important de avut în vedere că lucrăm cu baze de date de imagini cât mai mari, mai complete, 

dar şi mai “specializate”. Acesta credem că e bine să poarte numele de principiul specializării şi 

al calibrării: vom lucra cu seturi de imagini care au fost achiziţionate în diverse condiţii, cu 

diverse tipuri şi parametri de camere foto, cu persoane de diverse etnii şi, deci, culori ale pielii 

ş.a.m.d.. De fapt, cu factori care ar putea fi ştiuţi înaintea procesării efective a imaginii pentru 

SD, astfel încât să putem alege setul corespunzător. Dacă un om recunoaşte foarte uşor o zonă de 

piele, e nu numai datorită capacităţilor încă neexplicitate ale sistemului său nervos, dar şi datorită 

faptului că această clasificare o face dispunând şi de o informaţie 3D şi de multe alte informaţii. 

Putem elabora un model de calcul satisfăcător al SD numai dacă ne delimităm cât mai bine 
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condiţiile în care clasificăm. Clasificarea pielii la modul general, e nu numai o utopie tipică, dar 

şi fără logică.  

Astfel, într-un mod realist, în acest stadiu am obţinut informaţii probabilistice despre subspaţiul 

culorilor pielii în spaţiul de culoare YCbCr, informaţii pe care le vom prelucra în continuare.  

 

 

IV.2.3. Reprezentarea Skin Locus-ului în vederea eficienţei Skin Detection 

 

E momentul să tranşăm în vederea eficienţei SD, mai exact a aplicabilităţii SD în timp real: 

observăm că reprezentarea 3D de la Fig. IV.2.2_1 seamănă destul de mult cu un cilindru. Se 

confirmă percepţia de la subsecţiunea IV.2.2.1.: pentru componenta de luminanţă putem reţine 

doar două praguri  globale: unul inferior şi unul superior. Astfel, pentru un SP vom reţine 

coordonata Cb, coordonata Cr şi numărul de apariţii. SL devine: 

 

 

Fig. IV.2.3_1 Reprezentarea 2D a  

Skin Locus-ului - în planul CrCb 

conform  [Georgescu, 2010] 

 

 

 

Se confirmă o altă intuiţie: pielea are o aparenţă de roşu şi mai puţin de albastru (cu excepţia 

unor cazuri de iluminare florescentă)  - componenta Cr ar merita o “rezoluţie” mai mare decât 

Cb într-o reprezentare a SL în planul CrCb.  
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Să avem în vedere că proiecţia în planul CrCb a SL amestecă clasa pixelilor “de” piele SP, cu 

clasa non-SP. Cu atât mai importantă devine informaţia de probabilitate, care ne ajută să 

partiţionăm cât se poate (fuzzy) în cele două clase. 

 

 

IV.2.4. Modelarea distribuţiei SL  

 

IV.2.4.1 Informaţii despre forma şi probabilitate pentru un SL. Ideea algoritmului nostru 

 
 

Cât de importantă 
e completitudinea 
bazei de imagini 
din care culegem 
SP (pentru SL)? 

 

Fig. IV.2.4_1 
Reprezentarea în 
planul CrCb a SL 
cules din 20 (în 
stânga) şi din 883 
fotografii  

 

Cele două forme de SL de mai sus au cîteva asemănări importante: 

 - sunt regiuni relativ compacte   

 - acoperă cam aceleaşi intervale Cb şi Cr  

 - apar similare nu numai topologic, dar şi ca formă 

Aceste asemănări majore ne duc la două concluzii importante:  

C1) nu avem nevoie de foarte multe imagini pentru a configura / culege un Skin Locus (mai 

degrabă avem nevoie de câteva scene fotografiate în diverse situaţii (câteva feţe, acestea 

20 de fotografii 883 de fotografii  



183 
 

conţinând mulţi SP), ceea ce nu însemnă abandonarea principiului specializării şi al calibrării, ci 

doar că, între anumite limite putem interpola. 

C2) SL e relativ compact 

Să coroborăm aceste informaţii despre formă cu cele de probabilitate.  

Să coroborăm aceste informaţii despre formă cu cele de probabilitate.  

Fig. IV.2.4_2 Nivele de probabilitate ale 
SL (cules din 883 fotografii) în planul 
CrCb. Am reprezentat şapte nivele de 
probabilitate pseudocolorate (după o 
convenţie asemănătoare cu cea pentru 
relief, adică albastru închis corespunde 
SP cu cea mai mică probabilitate, iar cea 
mai deschisă culoare corespunde SP cu 
cea mai mare probabilitate). 

Observăm dispunerea concentrică a 
nivelelor de probabilitate ale SL, în 
centru fiind pixelii cu cea mai mare 
probabilitate. Această observaţie 
împreună cu C1) şi C2) de mai sus ne 
face să ne gândim la un SL compact, care 
poate fi partiţionat în componente 
convexe şi conexe, foarte uşor de parcurs 
de un algoritm de SD de tip ‘run-

length’ (‘bin’) – cel mai rapid algoritm pentru problema noastră: testul dacă un pixel de 
coordonate [cr] [cb] e SP se reduce la două comparaţii (testăm dacă un punct aparţine unui 
segment). Pentru a compacta adecvat SL, în ideea de a aplica un astfel de  algoritm, putem aplica 
prelucrări morfologice, ţinând cont şi de informaţia de probabilitate. 

 

IV.2.4.2 Scurt breviar teoretic al metodelor de modelare a SL şi comparaţia acestora cu metoda 

noastră 

 
Vom rezuma câteva din principiile relevante ale metodelor de SD pentru a preciza metoda 

noastră în contextul ‘state-of-art’-ului curent. Restrângem analiza la ‘pixel based methods’, 

numite, în literatura de specialitate şi ‘pixel based methods’. Aşa cum am menţionat în secţiunea 

IV.2.1., aceste metode sunt apreciate. din punct de vedere al efortului computaţional, al 
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robusteţei la rotaţii, scalări, ocluzii parţiale, de fapt, la orice alte “deformări” geometrice, 

eliminând şi nevoia urmăririi unor puncte / zone cheie ale formei. În ce priveşte ‘region based 

methods’, vom spune numai că pentru o mai bună selectivitate a pielii (mai puţine fals pozitive), 

am putea adăuga un criteriu de vecinătate, de textură sau de formă geometrică pentru 

segmentarea obţinută de SD. 

Procesarea culorilor fiind mult mai rapidă  decât orice altă caracteristică facială, ea poate fi 

folosită ca etapă preliminară pentru orice tehnică de detecţie a feţei, ca să luăm una din cele mai 

populare aplicaţii de analiză a imaginii [Hsu et al., 2002]. Uneori se poate proceda invers. 

[Zheng et al., 2004] au prezentat un SD adaptiv pentru detecţia imaginilor oamenilor dezbrăcaţi. 

Într-o primă etapă tehnica lor folosea un detector de feţe – argumentaţia lor era că aceste culori 

depind într-un grad mare de iluminantul scenei şi de rasa persoanei, astfel încât e mai potrivit să 

găsim întâi feţele şi apoi, pe baza culorilor şi texturilor  “de” piele  din feţe, să determinăm 

celelalte zone de piele. 

 

 Modelarea parametrică a distribuţiei SL 

Aceste metode prezintă avantajul că pot interpola şi generaliza datele de antrenament, adică 

semnalele / imaginile prin care sistemul de SD e învăţat să recunoască zonele de piele. Un alt 

avantaj e că necesită un spaţiu de stocare minimal. Dezavantajul major e că modelarea 

parametrică e greu de justificat. [Yang et al., 1999] arată că distribuţia SL în  spaţiul de culoare 

RGB normalizat, pentru o singură persoană şi într-o scenă cu iluminare fixă e o distribuţie 

gausiană. Dar foarte puţini autori răspund la asemenea chestiuni. 

!! În general, modelarea parametrică e potrivită pentru construcţia clasificatorilor când avem un 

set redus de date de antrenament. 

Modelarea neparametrică a distribuţiei SL 

Aceste metode nu presupun un model explicit pentru distribuţia SL. Conform [Gomez, 2000] pe 

baza datelor de antrenament se poate defini o hartă probabilistică a pielii (SMP: ‘Skin Probability 

Map’), atribuind o probabilitate (de a fi SP) fiecărui pixel. 
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Variante SMP: 

* ‘Lookup table’ (LUT) sau ‘Histogram Model’: în principiu e tipul de metodă care se pretează 

la o implemetare cu ‘bin’-uri – algoritmul nostru se bazează pe acest principiu, fiind însă mai 

avansat prin prelucrările pe care le face pe baza informaţiilor de  probabilitate 

* Classificare Bayes: clasificarea SP / non-SP  poate fi definită  probabilistic astfel: dându-se un 

pixel cu culoarea c, să se afle probabilitatea ca acesta să fie un SP: P(skin|c). Odată ce această 

probabilitate e calculată, pixelul e clasificat ca SP dacă ea e peste un prag, altfel pixelul e 

clasificat ca non-SP. Desigur, nu putem calcula probabilitatea pentru orice culoare posibilă (e.g., 

pentru o reprezentare pe 24 de biţi am avea de calculat 2563 culori). Din fericire, folosind regula 

Bayes putem scrie: 

   P(skin|c) = P(c|skin) P(skin)  / P(c)  

P(c) nu afectează clasificarea specifică de SP, iar P(skin) se poate estima. Conform regulii  

Bayes, ramâne să calculăm termenul de asemănare (‘likelihood’) P(c|skin) – ceea ce se face 

calculând densitatea de probabiltate conform  unei baze de SP-i. Pentru calculul acestei densităţi 

se pot folosi histograme [Jones & Rehg, 2002], un model de estimare gausian simplu sau mixat 

[Yang & Ahuja, 1999]. 

* ‘Self Organizing Map’ – proiectată de Kohonen în anii 80, a devenit una din cele mai populare 

tehnici de învăţare nesupervizată. 

SPM de tip Bayes a fost raportată în [Vezhnevets et al., 2003] ca având cele mai bune 

performanţe în sensul minimizării fals pozitivelor pentru o rată de detecţie corect dată.  

Pentru majoritatea metodelor neparametrice, mai mulţi cercetători au remarcat un grad înalt de 

independenţă a performanţelor acestor metode faţa de alegerea spaţiului de culoare. Mai mult, ca 

rezultat teoretic, [Albiol et al., 2001] au arătat că pentru o SD optimă D(x) într-un spaţiu de 

culoare C, şi pentru o transformare ce se poate inversa între spaţii de culoare T:C->C1, există un 

clasificator D1(x) în C1, cu aceeaşi rată de fals pozitive şi fals negative ca a lui D(x) în C.  

Fiind independente de forma SL, luând în considerare suprapunerea claselor SP şi non-SP şi 

construind automat reguli de clasificare - vezi [Gomez & Morales, 2002], unele din aceste 
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metode par foarte promiţătoare pentru o metodă de SD antrenată conform  unei baze de date 

mari. 

 

 Modelarea explicită a distribuţiei SL 

De exemplu, putem defini SL ca un set de inegalităţi. Pornind de la culoarea “roşiatică” a pielii, 

într-o aplicaţie industrială, firma Nikon folosea, ca pas intermediar detecţiei feţei, SD conform  

inegalităţilor: 

        (1) 

, k1 şi k2 depinzând de saturaţie. Această SD a fost raportată ca fiind foarte rapidă – metoda 

noastră e superioară atât ca viteză de calcul cât şi ca selectivitate. Pentru a compara selectivitatea 

am tradus relaţiile în YCbCr: 

  

Fig. IV.2.4_3 SL definit de relaţiile (1) e semnificativ mai mare decât cel definit de noi – vezi 
Fig. IV.2.4_1 

Încercarea de a defini SL prin inegalităţi a dus la un rezultat interesant: SL ia forma unui 

dreptunghi în planul de culoare (log(R/G), log(RG/B2)), SD înseamnând comparaţiile: 

R > 0.97G and R < 3G and RG < 36B2 and RG > 0.7B2 and RG2 > B2(3.5R – 7G) 

k2 + B > R and k1 +G  > R
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Pentru luminanţă şi în vederea eliminări culorilor gri s-au pus condiţiile: 

0.3R + 0.6G + 0.1B > 35 and max(R, G, B) – min(R, G, B) > 15   (2) 

Acestă modelare a fost raportată ca fiind performantă[referinta], totuşi, fiind inferior ca 

performanţe modelării nostre – vom reveni asupra modelului dat de (2) la subsecţiunea IV.3.2.2,  

“Stabilirea prototipurilor”.  

Dezavantajul major al acestor modelări e selectivitatea redusă: să observăm în Fig. IV.2.4_3 că, 

după relaţia (1), sunt clasificaţi ca pixeli de piele şi pixeli prea roşii sau roz .În Fig. IV.2.4_3  

observăm că, până şi în condiţiile unui SL cu dispersie mare putem defini un dreptunghi 

încadrator, ceea ce arată gruparea SP-ilor. Mai observăm că probabilitatea unui SP nu creşte spre 

centru – ceea ce e contrar percepţiei noastre. 

După ce am “înconjurat” problema SD din perspectiva metodelor posibile / existente de SD, vom 

prezenta în detaliu modelarea noastră. Avem de compactat SL reprezentat în Fig. IV.2.4_2. După 

cum am spus în încheierea subsecţiunii IV.2.4.1, avem două obiective: conectivitatea şi 

convexitatea. Mai întâi trebuie asigurată conectivitatea. 

 

IV.2.4.3. Conectarea SL 

 

SL reprezentat în Fig. IV.2.4_2 prezintă la margine pixeli izolaţi care ar putea fi “zgomot de 

piele”, adică pixeli care apar accidental ca fiind “de” piele. Putem înlătura aceşti pixeli prin 

câteva prelucrări morfologice simple, cum ar fi închiderea cu un mic element structurant. Putem 

prelucra şi mai eficient după regulile:  

1) doi pixeli de acelaşi tip (SP sau non-SP) “forţează” pixelul aflat direct între ei la tipul lor; 

probabilitatea în cazul unui SP creat astfel, fiind media aritmetică a vecinilor care l-au “forţat” să 

apară 

2) un SP e făcut non-SP, dacă nu are cel puţin doi vecini  
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Aplicăm prelucrările 1) şi 2) până obţinem o singură regiune conexă pentru SL: CN. În cazul 

nostru, după doar două iteraţii ale acestor prelucrări, obţinem un SL conex şi aproape convex – 

ne punem acum problema obţinerii convexităţii. Putem ajusta local SL (fie şi manual). Sau 

putem aplica o transformare morfologică de tip acoperire convexă (‘convex hull’). Dacă 

obţinem un CN cu concavităţi accentuate, îl partiţionăm în componente convexe; altfel, vom 

pierde mult din selectivitatea metodei de SD.  

 

 

 

 

Fig. IV.2.4_4 Rezultatul 
aplicării paşilor 1) şi 2) e un 
SL conex. În figură am 
reprezentat şi dreptunghiul 
încadrator al SL înainte de a 
aplica 1) şi 2) 

 

 

 

 
 

 

 

IV.2.4.4. Codificarea SL 

 

O componentă convexă şi conexă (a SL) poate fi reprezentată într-o LUT, de fapt, într-o matrice 

cu două coloane şi un număr de  linii egal cu lungimea intervalului Cb  pentru SL. (care e mai 

scurt decât  intervalul Cr). În cele două coloane se pun capetele segmentelor orizontale care dau 

SL. 
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IV.2.5 Concluzii 

 

 

Am abordat dintr-o perspectivă experimentală, destinată să valorifice optimal informaţia care 

poate fi extrasă dintr-o bază de date, proiectarea unei metaheuristici care să clasifice, în caz 

concret, pixelii “de” piele în imagini digitale.   

Avantajele metodei noastre constau, aşa cum am arătat pe parcursul acestui subcapitol, în: 

- modularitate – etapa de calibrare înglobează dinamic noi informaţii şi se desfăşoară decuplată 

de etapa de procesare efectivă 

- viteză de calcul – prin Lut-ificare, compactare astfel încât să rulăm un algoritm ‘run-length’ pe 

componente conexe şi convexe 

- acurateţe graţie unei adaptabilităţi superioare conform  a ceea ce am numit “principiul 

specializării şi al calibrării” 

- generalitate – am proiectat de fapt o metaeuristică 

- deschidere – prin informaţia de probabilitate ne putem extinde metoda în domeniul 

“impreciziei”, adică putem îngloba cunoştinţe probabilistice sau fuzzy (lingvistice, perceptuale). 

 

 

 



190 
 

 

IV.3 Folosirea subclasării şi a marcajelor pentru reducerea fals 

pozitivelor. Cazul ‘skin detection’  

 

 

IV.3.1 Abordare 

 
 
Se pune problema creşterii selectivităţii unei metode de clasificare, adică a reducerii fals 

pozitivelor (FP). Ideea principală, pe care se bazează contribuţia noastră, e aceea de a împărţi / 

partiţiona clasele furnizate de medoda de clasificare dată (iniţială, de intrare) în subclase 

găsind condiţii suplimentare de rafinare a clasificării în interiorul fiecărei clase. Pentru a ne 

asigura de corectitudinea acestor condiţii suplimentare vom folosi informaţii perceptuale, adică 

marcaje de clasificare furnizate de expertul uman – vezi şi [Georgescu 1, 2012]. 

Dacă numim prototipuri ale unei clase, subclasele obţinute în interiorul fiecărei clase prin 

partiţionare, schema de selecţie e dată de relaţia: 

����_8Ü_ßÛ9Ü:ÜØ  �  45Û6_;:5959ß;<:ß=5:  Å   45Û6_â6:>6?Ü=5:  

Pentru punerea în lumină a acestei metode de creştere a selectivităţii unei clasificări, vom analiza 

cu date experimentale, cazul detecţiei zonelor de piele (Skin Detection) in fotografii – ceea ce 

corespunde faptului că pornim de la o clasificare cu două clase: ‘skin’ şi ‘non-skin’.  

Condiţiile suplimentare le punem pentru a subclasa în interiorul clasei ‘skin’. Zona 

corespunzătoare clasei ‘non-skin’ nu ne mai interesează întrucât se consideră că, pentru metoda 

SD dată – acesta e cazul general, fals negativele nu creează probleme, fiind neglijabile. În 

general, problema majoră pentru SD e dată de faptul că se detectează prea multe fals pozitive, 

adică se detectează ca ‘skin’ şi zone care în fapt nu sunt de ‘skin’.  
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Fig. IV.3.1_1 O metodă tipică de detecţie a zonelor de piele 

Observaţie: (în legătură cu situaţia figurată mai sus): În mediul înconjurător, mai ales în 
interioare, există multe culori cu o cromaticitate ca a pielii – vezi biroul, puloverul, pereţii etc. 

Pentru luminanţă s-a impus un anumit interval, un prag superior şi unul inferior – de aceea nu e 

selectată zona de piele (S) din depărtare. Dacă ne interesează să selectăm numai S din plan 

apropiat, mai precis, cu luminanţa peste un anumit prag, abordarea e corectă. E şi cazul nostru, 

întrucât am folosit SD ca pas intermediar pentru problema corecţiei ochilor roşii (‘Red 

Eyes Reduction’) – e improbabil să obţinem ochi roşii în depărtare, deoarece ‘flash’-ul, cauza 

apariţiei ochilor roşii, are o rază de acţiune destul de mică. 

A se vedea influenţa mare a direcţiei ‘flash’-ului: dacă ‘flash’-ul ar fi fost “pe” faţa din prim 

plan, această faţă ar fi fost selectată mai compact – în situaţia figurată mai sus, pentru o selecţie 

de zone S conexe şi convexe, cum ne aşteptăm să fie zonele de piele, ca şi în cazul  metodei de 

determinare a SL-ului (vezi subcapitolul anterior), pot fi utile anumite prelucrări morfologice. 

Remarcăm și că o mulţime de alţi factori apar odată cu ‘flash’-ul, fie şi numai dacă 

menţionăm numai artefacte ca umbre sau specularităţi.  

Unul dintre scopurile principale ale proiectului la care am lucrat era acela de a creşte 

selectivitatea unei metode de SD bazată pe clasificarea pixelilor (ca fiind de ‘skin’ sau nu), luând 

în calcul şi informaţii legate de diferenţa de luminanţă Dif între o fotografie facută cu ‘flash’ şi 

una fără ‘flash’, asupra aceleiaşi scene, ideea fiind că în zona feţei (zona S pe care îmi propun să 

o selectez cu cât mai puţine FP) Dif are o valoare specifică pentru reflectanţa pielii (din acea 

zona a feţei). Softul care permitea achiziţia fotografiei fără ‘flash’ era un firmware Nikon. În 

F: fotografia facută cu ‘flash’  SD: ‘skin detection’ – cu negru  
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fapt, fotografia fără ‘flash’ e un ‘preview’ (P), adică acea imagine care se formează în timp real 

pe vizorul camerelor foto digitale de generaţie mai nouă. Pentru concizia exprimării vom folosi F 

în loc de “fotografia facută cu ‘flash’”.  

 

Ne vom raporta în continuarea subcapitolului  la relaţia: 

Dif  (diferenţa pe canalul de  luminanţă) A F (luminanţa fotografiei cu ‘flash’) – P (luminanţa  

fotografiei fără ‘flash’) 

 

 

IV.3.2 Clasificarea skin / non skin 

 
 

IV.3.2.1 Alegerea spaţiului de culoare 

 
 
Dacă în subcapitolul anterior am ales pentru modelarea culorii pielii, din considerentele 

menţionate (inclusiv acela de efort computaţional), spaţiul de culoare YCbCr, de data aceasta 

vom alege, preferând acurateţea vitezei de calcul, spaţiul de culoare Lab. În fapt, o comparaţie 

arată că aceste spaţii se comportă în mare măsură asemănător. Astfel, pentru simplitate, am 

considerat un exemplu semnificativ de pixeli “de piele” S pe baza căruia am definit un model 

gaussian mixat. Conform [Yang & Ahuja, 1999], am adoptat modelarea S prin două distribuţii 2-

D gaussiene, fiecare parametrizate de (µ4, <42�), ceea ce se justifică statistic. Mediile µ4 se 

calculează luând centrele celor două clustere de culori de piele, iar varianţele sunt dispersiile în 

interiorul acestor clustere. 

 

Observaţie: Aşa cum vom vedea în figura de mai jos, cromatica pixelilor de piele se grupează în 

două clustere, dintre care unul e mult mai mare decât primul. Dacă în subcapitolul anterior am 
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ales spaţiul de culoare YCbCr şi, sub imperativul vitezei de calcul, am aproximat cromatica 

pixelilor de piele ca fiind grupată într-un singur cluster (datele experimentale ne indicau prezenţa 

unui cluster mai mic – pe care l-am considerat neglijabil), de data aceasta, vom reprezenta cât 

mai exact SL-ul. În plus, pentru a testa rezultatele obţinute anterior, am cules pixeli de piele din 

alte surse: am cules 4 miloane de pixeli din imagini cu opt persoane caucaziene, sub zece 

iluminări diferite. Am verificat astfel experimentele noastre anterioare, dar şi pe acelea arătate în 

[Terrillon et.al. 2000]: segmentarea lucrează bine în spaţii unde luminanţa e bine separată de 

crominanţă şi unde culorile pielii sunt reprezenate compact. 

 

Ştiind că spaţiul de culoare Lab nu e numai cel mai “cuprinzător”, ci oferă şi cea mai bună 

decorelare luminanţă-crominanţă, am ales pentru acurateţea definirii SL-ului acest spaţiu. În 

plus, culoarea pielii nu e o proprietate fizică a unui obiect, fiind, de fapt, rezulatul unei percepţii, 

cum e şi însăşi culoarea - măsurătorile CIE, conform  cărora s-a fundamentat colorimetria, sunt 

bazate, aşa cum am arătat şi subliniat în capitolul anterior, pe experienţe cu subiecţi umani. 

Aşadar, chiar dacă Lab nu e un spaţiu de culoare prea popular în practica industrială, 

transformarea Lab R RGB (spaţiu aditiv, prezent sub diverse variante, cum e şi aceea a spaţiului 

de culoare YCbCr, ca spaţiu al echipamentelor electronice de afişare sau scanare) fiind neliniară 

şi deci “costisitoare”, spaţiul CIE Lab e foarte important în activitatea de cercetare. Fără a pierde 

din generalitate, vom presupune că lucrăm numai în planul de cromaticitate – aşa cum am arătat 

în subcapitolul anterior, pentru SD, luminanţa e mult mai puţin relevantă decât crominanţa. 

 

În figura următoare redăm grafic configuraţia Slin Locus-ului rezultată în urma culegerii a 

8000000 de pixeli de piele din imagini cu persoane de rasă caucaziană: 



194 
 

 

Fig. IV.3.2_1 SL şi densitatea lui în spaţiile de culoare YCbCr  şi CIE Lab 

 

IV.3.2.2 Stabilirea prototipurilor 

 

SD făcându-se într-un spaţiu perceptual uniform, se justifică definirea de subclase (prototipuri) 

sub forma unor discuri Di, i = 1…n, de raze aproximativ egale (6) care acoperă un SL-ul. 

În ciuda situaţiei ilustrate în Fig.4.3.1.1. pentru a pune în evidenţă problemele majore ale SD, 

acestă  metodă de definire de SD nu e  una cu performanţe scăzute. 
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Fig. IV.3.2_2  Selecţia zonelor de piele 
conform  metodei noastre 

Selecţia noastră corespunde unui SL 
intermediar între cel definit conform  
[Hsu et al., 2002] şi cel definit,  precum 
am menţionat în subcapitolul anterior, 
prin inegalităţi. 

 

 

 

 

    Fig. IV.3.2_3                                                 Fig. IV.3.2_4    

Fig. IV.3.2_3 ‘Skin gamut’-uri în planul CrCb, definite prin trei metode: albastru – metoda 
conform  [Hsu et al., 2002], verde – metoda noastră, negru – metoda cu inegalităţi; (b) aceleași 
‘skin locus’-uri în planul ab (din Lab), roşu apare pentru o limitare inferioară globală a 
luminanţei a modelului conform  [Hsu et al., 2002].  

Fig. IV.3.2_4 Observăm că în spaţiul de culoare Lab, reprezentarea cu discuri e cea mai 
compactă. Vom compara cele trei metode şi aplicându-le asupra unei imagini care conţine 
mostrele de piele umane: 
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Fig. IV.3.2_5 De la stânga la dreapta 
Luschan (‘the skin color chart of Felix von Luschan’), SD conform  [Hsu et al.,
metodei noastre şi conform  metodei care se bazeaz

 

Se confirmă că metoda noastră

morfologice cu mici elemente structurante putem acoperi aproape integral zonele de piele. 

Astfel, putem neglija problema fals negativelor

 

 

IV.3.3 Condiţii suplimentare clasific

 

Conform celor menţionate la sec

suplimentare pentru SD luând în calcul 

ne interesează sunt cele corespunz

se culeg pixeli “de piele” şi acestea sunt zonele de interes. “Flash”

fotografierii în medii în care iluminarea e redus

(RED: ‘Red Eyes Reduction’) se refer

‘flash’-ului: în spatele pupilei ochiului (

momentul ‘flash’-ului, dat fiind faptul c

vitezei mai mari de apariţie a ‘flash’

 

Luschan Hsu 

Fig. IV.3.2_5 De la stânga la dreapta şi de sus în jos: harta antropologică a culorilor dup
Luschan (‘the skin color chart of Felix von Luschan’), SD conform  [Hsu et al.,

i conform  metodei care se bazează pe inegalităţi. 

 metoda noastră pare să aibă cea mai bună “acoperire” –

morfologice cu mici elemente structurante putem acoperi aproape integral zonele de piele. 

putem neglija problema fals negativelor. 

ii suplimentare clasificării skin / non skin 

ionate la secţiunea “Abordare”, ne propunem să ob

suplimentare pentru SD luând în calcul şi Dif. Ca şi în subcapitolul anterior, zonele de piele care 

corespunzătoare zonei feţei – în majoritatea aplicaţiilor din aceste zone 

i acestea sunt zonele de interes. “Flash”-ul e inevitabil în condi

fotografierii în medii în care iluminarea e redusă. Menţionăm că problema reduceri

(RED: ‘Red Eyes Reduction’) se referă la eliminarea unui artefact “supărător”, datorat folosirii 

ului: în spatele pupilei ochiului (fundul ochiului) se află o reţea sanguin

ului, dat fiind faptul că pupila ochiului nu a avut timp să se închid

ie a ‘flash’-ului), reflectă ‘flash’-ul, ceea ce se înregistreaz

  

metoda noastră inegalit

 a culorilor după von 
Luschan (‘the skin color chart of Felix von Luschan’), SD conform  [Hsu et al., 2002], conform  

– prin prelucrări 

morfologice cu mici elemente structurante putem acoperi aproape integral zonele de piele. 

ă obţinem condiţii 

i în subcapitolul anterior, zonele de piele care 

ţiilor din aceste zone 

ul e inevitabil în condiţiile 

 problema reducerii ochilor roşii 

ător”, datorat folosirii 

ea sanguină, care, în 

ă se închidă (datorită 

ul, ceea ce se înregistrează de către 

 

inegalităţi 
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aparatul de fotografiat. RED se referă la detecţia acestei pupile “înroşite” şi “înnegrirea” ei. E 

remarcabil cum se poate produce efectul de “ochi roşii” - chiar şi în condiţiile în care faţa e slab 

iluminată de ‘flash’. Putem restrânge mult aria în care trebuie căutaţi ochii roşii prin căutarea în 

interiorul zonelor de piele. Mai precis, ne interesează zona feţei – aici e direcţionat ‘flash’-ul, 

deci putem spune că detectăm zona de piele iluminată ŞI de ‘flash’. Sau, altfel spus, în faza de 

culegere a Skin Locus-ului, din aceste zone “culegem pixeli de piele”. Aşa cum spuneam, 

condiţiile suplimentare pentru acet tip de SD se bazează pe presupunerea unei anumite 

reflectanţe a pielii, adică se presupune că Dif are o variaţie specifică (de luminanţă) pentru 

fiecare prototip al pielii. 

Putem spune că subclasarea / prototipizarea în interiorul clasei ‘Skin Locus’ (SL) o facem prin 

partiţionarea SL, cu observaţia că mulţimile care formează partiţia nu sunt disjuncte – discurile 

Di (discuri descrise în secţiunea anterioară, care definesc prototipurile) se suprapun într-o 

anumită măsură. În fapt, e vorba de o partiţie fuzzy – în planul de cromaticitate ab; în interiorul 

SL putem acorda grade de apartenenţă la fiecare disc /prototip Di pentru  un pixel. 

 

IV.3.3.1 Algoritm bazat pe variaţia specifică de luminanţă pentru fiecare prototip al pielii 

 
Redăm metoda folosită conform  observaţiilor de mai sus: 

Etapa I. Detectarea prototipurilor de piele Pi în fotografia obţinută cu ‘flash’ (F):  

Notăm Ri = regiunea corespunzătoare prototipului Pi, fiecare pixel din F va fi etichetat cu “Pi”, 

adică prototipul / discul Di cu centrul cel mai apropiat de pixel în planul cromaticităţii ab: 

 

     

Etapa II. Calculul Dif = F – P. Pentru acest calcul trebuie să aliniem (‘registration’) F şi P. 

 

 

DetectSkin tool  

(P,F) 
LuminancesDif tool 

after registration 

(P,F)  
Dif 

F Z1 = U Ri, i = 1 to n 
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Etapa III. Determinarea pragurilor pentru fiecare prototip Pi 

Vom descrie într-un pseudocod: 

1) Iniţializare algoritm de antrenare:  

- pentru fiecare prototip de piele (Pi)  

  - iniţializează pragurile de luminanţă - inferior (t) şi superior (T) -    

  la valorile maxim, respectiv minim posibil  

2) Algoritm de antrenare pentru determinarea pragurilor de luminanţă pentru fiecare prototip: 

 - pentru fiecare  pereche <P,F> (corespondenţă ‘preview’ – fotografie cu    

  ‘flash’) 

  - interestRegion (vezi observaţia de după prezentarea acestui algoritm) =  

   în interiorul (măştii) Z1 marchează manual zonele de piele 

  - pentru fiecare  pixel + interestRegion modifică pragurile astfel:  

   FiePi eticheta de prototip setată în cadrul etapei  I şi fie L = luminanţa  

   aceluiaşi pixel în Dif.  

   if ( L < Pi.t ) Pi.t = L; // Pi.t şi Pi.T se manifestă ca “praguri regionale”,  

    if ( L > Pi.T )   Pi.T = L; // ca măsuri (praguri) ale prototipului Pi  

 

După rularea acestui algoritm vom avea pragurile pentru fiecare prototip: [Pi.t, Pi.T]. Acesta e 

algoritmul de antrenare. În cadrul fiecărui prototip Pi,  metoda de clasificare va selecta pixelii cu:  

Criteriu: pixel chromaticity  + skin (prototype Pi) AND Dif (pixel)  + [Pi.t, Pi.T] 

Determinarea interestRegion nu trebuie să fie exactă ca să contribuie la creşterea selectivităţii 

metodei (de SD în cazul nostru). Mai mult, prin faptul că folosim masca Z1, ne asigurăm că 

selectivitatea metodei nu poate să scadă. Altfel spus, creşterea selectivităţii metodei e tolerantă 

la defecte.  
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IV.3.3.2 Eliminarea zgomotelor și alinierea imaginii obţinută fără ‘flash’ cu imaginea obţinută 

cu ‘flash’ 

 

 
Având în vedere că imaginea fără ‘flash’ (P) e, mai ales în cazul nostru, de calitate inferioară (să 

nu uităm că asupra ‘preview’-ului nu se aplică corecţiile, cum ar fi ‘white balace’, care se aplică 

pentru o fotografie normală), mai întâi vom încerca să eliminăm cat mai mult din zgomotul ce 

vine cu această imagine. Urmărim să facem această imagine cât mai “netedă”, mai comparabilă 

cu imaginea obţinută cu ‘flash’ (F): 

Fig. IV.3.3_1 Înainte și după eliminarea zgomotelor pentru imaginea ‘preview’ în scară de gri 
(luminanţă). Deși  avem o dimensiune mică a imagini, se observă eliminarea zgomotului. 

Am testat pe sute de poze făcute în condiţii cât mai diferite (orientare, distanţă, iluminare, indoor 

etc). Zgomotul apare ca fiind mai degrabă uniform decât neuniform, fără a manifesta însă o 

regularitate clară. Apar frecvent în P, pentru obiectele cu o reflectivitate mai mare, ‘hot pixels’, 

adică pixeli cu exces de lumiananţă. Chiar dacă după eliminarea zgomotelor nu putem spune că 

din P au fost eliminaţi toși “hot pixels”, şi putem pierde unele detalii fine din P, am remarcat că 

prin eliminarea zgomotelor ,în zonele cu piele, obţinem o “netezime” relativ bună. Eliminarea 

zgomotelor: aducem P la o dimensiune comună cu F (pentru a putea face diferenţa lor) şi aplicăm 

un  filtru de rang pornind de la datele ce ne sunt oferite de aparatul foto: dintr-o secvenţă de patru 

înainte după 
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valori am ales-o pe a doua (am observat vizual) că astfel imaginea obţinută e mai curată, decât 

dacă aş lua alt index  - din cei patru - sau media între cele patru valori. 

Desigur, există şi alte metode de eliminare a zgomotelor. Mai general , se pot elimina şi alte 

artefacte – e.g., în afara ochilor roşii, mai pot surveni ca artefacte umbre şi specularităţi -  care 

apar odată cu ‘flash’-ul, pornind de la perechea <P,F>. În esenţă, se poate spune că aceste 

metode fac o estimare a imaginii care ar fi trebuit achiziţionată prin camera foto, în condiţiile 

unor condiţii bune pentru fotografiat. Estimarea se face pe baza imaginilor P şi F ale aceleiaşi 

scene, ideea fiind că P ne dă informaţii despre ambient, iar F despre detalii. În această idee, se 

aliniază P cu F. Menţionăm unele metode destul de populare: aceea a filtrului bilateral destinat 

să producă o imagine ‘large scale’ a imaginii pe care o prelucrează prin medierea pixelilor 

învecinaţi şi cu luminanţe similare – vezi [Eisemann et al., 2004] şi [Georg Petschnigg et al., 

2004], aceea a tehnicilor de gradient – vezi [Agrawal et al., 2005], aceea a estimării reflectanţei 

– vezi [J. M. DiCarlo et al., 2001]. Am încercat să ne inspirăm din aceste metode, dar ele 

prezintă un cost suplimentar prea mare pentru un firmware (presupunem că dorim să facem Red 

Eyes Reduction ‘in camera’) şi, mai ales, nu oferă un suport satisfăcător pentru calibrare. . Pentru 

a alinia P cu F, am încercat să aplicăm un model “factorial” pentru expunere: E = k g T ISO, 

unde k e o constantă dependentă de cameră, g e câştigul (‘gain’) ‘CCD’, T e timpul de expunere 

şi ISO caracterizează sensibilitatea camerei. Dar această formulă nu s-a dovedit realistă. 

O concluzie generală asupra posibilităţii de a compara” P cu F ni s-a impus: comparaţia a două 

imagini achiziţionate în condiţii atât de diferite e dificilă. Transformarea intrare-ieşire pe care o 

efectuează camera foto e accentuat neliniară când trecem de la un mediu ambiant cu iluminare 

mică (insuficientă) la acelaşi mediu în prezenţa ‘flash’-ului  

Am exclus problema care ar apărea datorită nealinierii spaţiale a celor două imagini, deşi e o 

problemă care poate apare şi poate împiedica creşterea selectivităţii detecţiei zonelor de piele - 

exemplu: 
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F -  P  = Dif 

Fig. IV.3.3_2 Mişcarea persoanei fotografiate în momentul fotografierii cu ‘flash’ (F) faţă de 
momentul achiziţiei imaginii scenei fără ‘flash’ (P, care, astfel, apare “întunecată”) poate 
împiedica creşterea selectivităţii detecţiei zonelor de piele / faţă prin apariţia unor neregularităţi 
suplimentare. 

!! Vom presupune că problema mişcării scenei sau în scenă nu va împiedica alinierea spaţială a 

lui P cu F, aliniere pe care o facem prin procedeul de corelare a fazei (‘phase correlation’) în 

domeniul frecvenţă. Dacă această diferenţă e prea mare, pur şi simplu în algoritmul de la 

IV.3.3.1. nu mai punem şi condiţia AND Dif (pixel)  + [Pi.t, Pi.T], nemaiputându-ne permite 

creşterea selectivităţii metodei de SD. Acelaşi lucru îl vom face şi dacă P e o imagine “prea 

întunecată” în care nu distingem forme, contururi, adică luminozitatea globală a lui P e sub un 

anumit prag. 

‘Flash’-ul introduce nişte umbre diferite de cele ale scenei iniţiale - vom exemplifica în figura de 

mai jos cu o scenă tipică, des întâlnită, în care lumina vine din lateral. Excludem şi acestă 

problemă având posibilitatea să achiziţionăm un ‘preview’ cu ‘preflash’. ‘Preflash’-ul e un mic 

‘flash’, care, anunţând din timp ‘flash’-ul, dă mai  multe şanse pupilei oculare de a se închide 

înainte de a se produce ‘flash’-ul, prevenind astfel, în mod hardware, apariţia ochilor roşii. Cum 

‘preflash’-ul iluminează scena din acelaşi “punct” din care o face şi ‘flash’-ul, nu se mai pune 

problema umbrelor modificate între P şi F. În plus, dacă e suficient de puternic, ‘preflash’-ul 

rezolvă P-urilor foarte întunecate şi, deci, cu mult zgomot.  
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F – o imagine în care umbrele au 

fost înlăturate de ‘flash’ 

 

 

P - o imagine de luminozitate 

redusă, care “păstrează” totuşi 

umbrele din scena iniţială. 

Observăm că, în mod oarecum 

neaşteptat, pe partea dreaptă 

(cum privim la imagine) feţele 

prezintă zone cu luminozitate mai 

mare decât in F 

 

 

 

Dif = F – P: o imagine în care 

feţele sunt “tăiate” din partea 

dreaptă (cum privim la imagine)  

de zonele negre – zone  

corespunzătoare celor menţionate 

mai sus. 

Fig. IV.3.3_3 Artefactul înlăturării umbrelor de către ‘flash’ 
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Facem toate simplificările menţionate mai sus pentru a avea şanse reale de a creşte selectivitatea 

metodei noastre de SD. Chiar şi aşa, vom vedea cum, comparaţia lui P cu F se face în “condiţii 

grele”, când pare că singura comparaţie care se poate face e aceea referitoare la luminanţă, în 

condiţiile pe care le-am specificat. Chiar şi aşa, comparaţia lui P cu F nu pare să aducă o condiţie 

de discriminare foarte puternică – în figura  următoare se observă dependenţa ∆I - a lungimii 

intervalului de variaţie luminanţei în Dif pentru zonele cu feţe -  de mediul ambiant şi direcţia 

‘flash’-ului, pentru feţe ale unor persoane de rase diferite, dar şi asemănătoare: 

∆I  relativ mică pentru o ambianţă ‘outdoor’ - 

direcţia ‘flash’-ului nefiind pe faţă 

∆I relativ mare a lui I pentru o ambianţă 

‘indoor’, direcţia ‘flash’-ului fiind “pe” feţe 

Fig. IV.3.3_4 Variaţia luminanţei în Dif  pentru zonele cu feţe 

Am încercat să folosim un alt criteriu de comparaţie: în loc de diferenţa în luminanţă Dif, am 

calculat rapoarte, am încercat să deducem diferenţe adaptive pentru a elimina neregularităţi de 

genul obţinerii unei valori mai mari în P decât în F, pentru acelaşi pixel. Nu am găsit o metodă 

care să acopere toate cazurile – aceste neregularităţi, inevitabile (am arătat anterior), pot fi 

detectate pentru a fi “sărite”. Totuşi, mai important decât succesul metodei concrete de reducere 

a fals pozitivelor pentru SD e metaeuristica conform  căreia instanţiem metoda concretă.  

Metaeuristică care ne garantează că putem reduce fals pozitivele dacă o aplicăm, eficienţa 

implementării putând varia de la o aplicaţie la alta, de la o adaptare a metaeuristicii la altă 

adaptare a ei. Metoda de SD pe care am conceput-o e importantă şi deoarece, în fapt, “ilustrează” 

metaeuristica noastră. 
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IV.3.4. Discuţie în urma experimentelor 

 

IV.3.4.1. Precauţii asupra metodei 

 

  

 
Skin Detection conform  metodei cu prototipuri 

 
O hartă a prototipurilor obţinută prin pseudocolorare 

– se observă patru prototipuri 

Fig. IV.3.4_1 Selecţia zonelor de piele în poza cu ‘flash’ (culoarea albă a fost folosită pentru a 
marca pixelii care nu sunt “de” piele) 

 

În etapa II a algoritmului obţinem Dif. Voi prezenta  imaginea la o dimensiune mai mare pentru a 

arăta slaba calitate a lui Dif – de fapt, Dif-ul următor e unul din cele de o calitate relativ bună, 

întrucât putem distinge uşor feţele. Aşa cum am arătat în Fig. IV.3.3_3, feţele sunt “înnegrite” în 

partea dreaptă  (cum privim la imagine) datorită sursei / surselor de lumină din partea dreaptă: 

Fig. IV.3.4_2 Pentru acest Dif dacă, în etapa III a 

algoritmului, marcăm şi zonele de faţă “înnegrite” în Dif 

vom afecta selectivitatea optimală (din punct de vedere al 

metodei noastre) a metodei, prin afectarea intervalelelor 

de luminanţă [Pi.t, Pi.T], calculate de algoritm pentru 

fiecare prototip (“înnegrirea” corespunde unui Pi.t mai 

mic, iar “albirea” corespunde unui Pi.T mai mare), ca şi 

condiţie suplimentară de selecţie, aceste intervale ajungând să fie “prea” largi. 
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Putem trata această problemă înlăturând din marcare (printr-o operaţie ŞI cu o mască) aceste 

zone de luminozitate sub un anumit prag global în Dif. Aşadar, o marcare nerestricţionată a pielii 

(ca în figura de mai jos) poate afecta intervalul de variaţie a luminanţei per prototipurile 

corespunzătoare zonei care nu ar trebui lăsată să fie luată în calcul de algoritmul nostru. Prin 

concepţia metaheuristicii noastre, deşi acest lucru duce la o scădere mai mică a fals pozitivelor, 

totuşi selectivitatea va creşte. De fapt, aşa cum am spus şi mai înainte, selectivitatea va creşte. 

Dar, precum am spus, metaeuristica noastră are un succes cu atât mai mare cu cât ne asigurăm că 

lucrăm cu un Dif care să nu prezinte neregularităţi prea mari – includem aici: zgomotele din P, 

umbrele (pe feţe) din P, deplasările prea mari ale camerei sau în scena fotografiată, între 

momentul achiziţiei lui F şi momentul achiziţiei lui P etc. Succesul ar fi şi mai mare dacă am 

reuşi să obţinem o partiţionare cât mai clară (fie ea fuzzy) a SL şi dacă am realiza o anumită 

taxonomie a scenei după: tipul de ambient în care se află scena (înăuntru sau afară), ce fel de 

iluminare e folosită şi toată gama menţionată sub numele de principiul specializării şi al calibrării 

în subcapitolul anterior.  

marcarea fără a ţine cont de porţiunile de feţe 

înnegrite din ‘Dif’ 

rezultatul operaţiei ŞI între această marcare şi SD 

iniţial (prin prototipuri)  

  

Fig. IV.3.4_3 În cazul unei marcări inadecvate, totuşi, chiar dacă nu în măsura în care s-ar fi 
putut (printr-o marcare adecvată, mai precis, care să nu ia în considerare zonele de faţă “înnegrite 
prea mult” în Dif), se vor reduce fals pozitivele. 

 

IV.3.4.2. Câteva rezultate promiţătoare 
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Ilustrăm un exemplu de reducere a fals pozitivelor, chiar în condiţiile în care nu ne-am luat 

precauţiile menţionate la subsecţiunea anterioară: 

segmentare a pielii, pe Dif, fără praguri  segmentare a pielii, pe Dif, cu praguri 

Fig. IV.3.4_4 O situaţie în care aplicarea pragurilor pentru luminanţele prototipurilor are ca efect 
restrângerea selecţiei zonelor de piele – observăm că porţiunea dintre cele două feţe a fost scoasă 
din selecţie. 

 

 

 

Fig. IV.3.4_5 Fotografia cu ‘flash’ ne 
confirmă că această porţiunea 
menționată la Fig. IV.3.4_4 putea fi 
luată relativ uşor drept zonă de piele 

 

 

 

 

Alt exemplu: 
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segmentare a pielii, pe Dif, fără praguri 

 
segmentare a pielii, pe Dif, cu praguri  

Fig. IV.3.4_6 4 O altă situaţie în care aplicarea pragurilor pentru luminanţele prototipurilor are 
ca efect restrângerea selecţiei zonelor de piele – observăm că zonele selectate corespunzătoare 
paharului şi brichetei dispar în cazul segmentării pielii cu praguri. 

În figura de mai sus, observăm şi că am selectat zone de feţe în care luminozitatea e foarte mică. 

De ce sunt admise praguri inferioare atât de mici pentru prototipurile “de” piele 

corespunzătoare? Deoarece nu ne-am luat precauţiile menţionate la subsecţiunea anterioară. 

Totuşi, chiar şi în aceste condiţii, am redus fals pozitivele. 

 

 

IV.3.5. Concluzii 

 

Se presupune că, în majoritatea problemelor de clasificare, un fals negativ e mai “rău” ca un fals 

pozitiv – mai ales când clasificarea e folosită în cadrul unei etape de preselecţie. Astfel, multe 

metodele de clasificare au ca prioritate să nu “rateze” zonele / clasele de interes. Reversul e că 

selectivitatea clasificării poate scădea. În această contribuţie a noastră dăm o metaeuristică de 

reducere a fals pozitivelor (FP) prin folosirea subclasării şi a marcajelor perceptuale, adică a 

marcajelor de clasificare furnizate de expertul uman (putem spune că metoda de Skin Detection e 

antrenată conform  observaţiilor expertului uman). Subclasarea presupune partiţionarea în 

subclase a claselor furnizate de o metodă oarecare de clasificare iniţială (care constituie intrarea 

metaheuristicii) şi găsirea de condiţii suplimentare de rafinare a clasificării în interiorul fiecărei 
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clase. Dacă numim prototipuri ale unei clase, subclasele obţinute în interiorul fiecărei clase prin 

partiţionare, creşterea selectivităţii unei clasificări, adică reducerea FP,  e dată de relaţia: 

zona_de_interes  = zona_prototipurilor  ∩  zona_marcajelor  (*) 

Problema concretă de care ne-am ocupat şi cu ajutorul căreia punem în lumină eficienţa 

metaheuristicii noastre e aceea a “Skin Detection” (SD), ceea ce corespunde faptului că pornim 

de la o clasificare cu două clase: ‘skin’ şi ‘non-skin’. În fapt, ne propunem să subclasăm în 

interiorul clasei ‘skin’ (S): zona noastră de interes.  

Abordarea e “pixel based” datorită avantajelor oferite de acest tip de metode (vezi secţiunea 

IV.2.1.). Căutăm să selectăm cât mai precis ‘Skin Pixels’. Presupunem că într-o etapă anterioară, 

de antrenare în vederea recunoaşterii SP (vezi IV.2.), am colectat (dintr-o bază de date cu 

imagini) SP şi avem reprezentare șșșși, poate, chiar o partițțțționare a ‘Skin Locus’-ului.  

 

 Subclasarea 

Sublcasarea corespunde partiţionării SL. Pentru că ne propunem să partiţionăm Skin Locus-ul, 

alegem ca spaţiu de reprezentare a culorilor un spaţiu de culoare perceptual uniform – desigur, 

am ales Lab şi datorită generalităţii sale (capacităţii sale de reprezentare a culorilor) şi decorelării 

în cel mai înalt grad a luminanţei de crominanţă. SD făcându-se într-un spaţiu perceptual 

uniform, se justifică definirea de subclase (prototipuri) sub forma unor discuri Di. 

Partiţiile / subclasele Pi, care corespund discurilor Di, nu sunt disjuncte: se suprapun într-o 

anumită măsură. În fapt, e vorba de o partiţie fuzzy. 

Ne-am propus să obţinem condiţii suplimentare pentru SD luând în calcul Dif (diferenţa între 

luminanţe) = F (imaginea corespunzătoare unei fotografii făcută cu ‘flash’) – P (imaginea 

corespunzătoare unei fotografii făcută fără ‘flash’). De fapt, P corespunde unui preview, fiind, 

deci, o fotografie de calitate slabă – în aceste condiţii (SD se face ca etapă de preselecţie în 

vederea ‘Red Eyes Reduction’) pare că singura comparaţie care se poate face e aceea referitoare 

la luminanţă.  

În cadrul fiecărui prototip Pi,  metoda de clasificare va selecta pixelii cu:  
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cromaticitate  pixel +  prototip Pi)     ŞI  Dif (pixel)  + [Pi.t, Pi.T]  (**) 

, unde pragurile inferior şi respectiv superior Pi.t şi Pi.T se determină printr-un algoritm iterativ  

de antrenare care rulează peste imagini cât mai “apropiate” de cele pentru care ne propunem SD. 

Acest tip de antrenare adaptivă e foarte important pentru creşterea selectivităţii metodei. 

Portarea SD la altă categorie de imagini va însemna doar rerularea acestei preprocesări. 

 

 Folosirea marcajelor perceptuale  

În ideea descrisă în secţiunea II.2.4., adică “Raţionamentul probabilistic cu ajutorul percepţiilor”, 

folosim fotografii în care expertul uman a marcat zone de piele ale feţei pentru a face MAI 

selectivă clasificarea. Antrenarea menţionată anterior are ca intrări aceste imagini marcate. 

“MAI” are atât sensul de antrenare adaptivă, cât şi cel de a ne asigura de faptul că impunerea de 

condiţii suplimentare (Dif) nu poate duce la o clasificare mai puţin selectivă – folosim o mască 

conform  clasificării de intrare în acest scop. Mai mult, determinarea pentru zona_de_interes din 

(*) nu trebuie să fie exactă ca să contribuie la creşterea selectivităţii metodei (de SD în cazul 

nostru). Pe scurt, creşterea selectivităţii metodei  e garantată şi tolerantă la defecte.   

 

 Culegerea informaţiilor utile 

O concluzie generală asupra comparativităţii între P cu F ni s-a impus: comparaţia a două 

imagini achiziţionate în condiţii atât de diferite e dificilă. În principal, problema e că P e o 

imagine de slabă calitate, fiind achiziţionată în condiţii de întuneric (altfel nu ar mai fi necesar 

‘flash’-ul) şi, deci, cu mult zgomot. Aşa am ajuns să folosim P cu ‘preflash’. Mai mult, cum 

‘preflash’-ul iluminează scena din acelaşi “punct” din care o face şi ‘flash’-ul, nu se mai pune 

problema umbrelor. În plus, dacă e suficient de puternic, ‘preflash’-ul rezolvă problema P-urilor 

foarte întunecate. Totuşi, chiar şi folosind  P cu ‘preflash’, imaginile P şi F pot prezenta 

caracteristici prea diferite pentru a fi relevantă o comparaţie a lor (Dif). Ne propunem să 

detectăm aceste situaţii pentru a nu le lua în calcul în etapa de antrenare, şansele reducerii FP 

(reducere, de altfel, garantată prin construcţia metaheuristicii) putând fi grav afectate dacă 
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aplicăm întocmai algoritmul descris la IV.3.3.1. Exemple de precauţii care pot fi luate (idei de 

îmbunătăţire) la rularea algoritmului de determinare a pragurilor de luminanţă per prototip: 

 - dacă numai câţiva pixeli impun lărgirea intervalului de luminanţă per prototip, nu vom efectua 

această lărgire (prin vot majoritar) 

 - problema nealinierii P cu F:  dacă această diferenţă e prea mare, nu vom folosi perechea <P,F> 

pentru a stabili praguri de luminanţă per prototip  

Pe lângă multitudinea factorilor ce influenţează detecţia pielii se adaugă neliniarităţile 

electronicii camerei foto, ceea ce configurează problema SD ca una de clasificare nedeterminată  

– imposibil de “prins” în formule, nu neapărat generale. SD nu poate fi aplicată cu eficienţă dacă 

nu acţionăm conform  unui principiu al specializării şi al calibrării – trebuiesc definite atât 

anumite condiţii în care se face fotografierea scenei, cât şi zonele de piele pe care suntem 

interesaţi să le selectăm (rase, piele sub incidenţa ‘flash’-ului etc).  O concluzie generală s-a 

impus: culoarea pielii e o trăsătură discriminatoare a  feţelor umane într-un mediu exterior 

controlat.   

E important de avut în vedere să lucrăm cu baze de imagini cât mai complete (cu cât mai multe 

informaţii (marcaje) perceptuale), dar şi mai “specializate”. E important să stabilim o taxonomie 

în baza de imagini – posibile criterii: orientare, distanţă, iluminare, indoor / outdoor, tipuri şi 

parametri de camere foto, etnii (şi, deci, culori ale pielii) etc. Am numit aceasta principiul 

specializării şi al calibrării. Se recomandă ca la procesare să lucrăm cu Skin Locus-ul potrivit 

situaţiei (în care ce obţine fotografia) pentru performanţe sporite. 

 

 Rezultate experimentale 

În ce priveşte metoda iniţială de SD, conform  Fig. IV.3.2_5 metoda noastră are cea mai bună 

acoperire. Mai mult prin prelucrări morfologice cu mici elemente structurante putem acoperi 

aproape integral zonele de piele; astfel, se reduc şi fals negativele.  
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Rulând pur şi simplu algoritmul metaheuristicii (de la IV.3.3.1.), fără precauţiile menţionate mai 

sus, conform  subsecţiunii IV.3.4.2. (“Câteva rezultate promiţătoare”), am redus FP-ele metodei 

iniţiale de SD. 

Viteza metodei la procesare e dată de simplitatea condiţiei de selecţie (**) care se pune. 

Observaţie: Un alt avantaj important al metaheuristicii noastre e că, practic, e o unealtă care 

poate fi foarte utilă pentru cercetare. Se poate demonstra astfel, în mod practic şi foarte 

benefic, utopia unor probleme de clasificare – aşa cum teorema de separare pentru seturi fuzzy 

convexe (vezi şi II.2.3.2. “Mulţimi şi partiţii fuzzy”) vorbeşte de un grad maxim de separabilitate 

între două mulţimi fuzzy (putem proiecta prototipurile Pi ca mulţimi fuzzy).  

 

 Idei de îmbunătăţire a metaheuristicii 

- creşterea granularităţii prototipurilor   

- creşterea “naturalitatăţii” / separabilităţii prototipurilor – evident, subclasarea pe care am 

aplicat-o (prin stabilirea discurilor Di care partiţionează SL) poate fi rafinată, “clusterizând”  

 - prin prelucrări morfologice putem elimina “accidentele” (situaţiile necorespunzătoare) din faza 

de antrenare (în faza de procesare presupunem că nu e timp pentru asemenea precauţii)  

 - proiectarea prototipurilor Pi ca mulţimi fuzzy – dacă partiţionarea în prototipuri se face într-o 

manieră fuzzy (ele se suprapun), totuşi ele nu au fost gândite ca mulţimi fuzzy. Aceasta ar fi dus 

la un control mai bun al prototipurilor şi, deci, la o creştere suplimentară a selectivităţii 

clasificării  
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V§ Sinopsis al contribuţiilor originale. Studiul viitor 

 

 

V.1. Vedere sinoptică a contribuţiilor noastre 

 

În aceasta lucrare, teoria a fost abordată din punct de vedere pragmatic – chiar şi în cazul 

explicaţiilor care s-au dat pentru unele noţiuni, unelte matematice, procedee folosite des în 

practică, dar mai rar “deconstruite” pentru  a putea fi înţelese în profunzime, aplicate / adaptate 

creativ  de către cei care caută rezolvări unor probleme nedeterminate concrete de Clasificare a 

Imaginilor (CI), de către cei care caută noi criterii de clasificare pentru rezolvarea unor asemenea 

probleme. Rezumăm în următoarele două secţiuni (V.1.1. şi V.1.2.) contribuţiile noastre de 

sinteză / observaţie teoretică, contribuţii la care am ajuns în urma investigaţiilor cu ocazia acestor 

probleme, investigaţii care ne-au dus cercetarea teoretică spre domeniul fuzzy. 

 

 

V.1.1. Contribuţii teoretice (per capitole) 

 

În această lucrare încadrăm în mod original problema Clasificării în Imagini într-o viziune 

unitară, per domenii: Domeniul Spaţial, Domeniul Probabilistic, Domeniul Frecvenșă și 

Domeniul Fuzzy:. Secţiunea II.1.5.,  “O viziune abstractă asupra recunoaşterii formelor, în jurul 

conceptului de corelare” întărește această legătură între domenii, în jurul conceptului de 

corelare, concept care, din punct de vedere matematic, se bazează pe produsul intern într-un 
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spașiu vectorial. Multe alte informașii sunt integrate în această viziune, având astfel o lucrare 

legată, coerentă.   

I§ Încadrarea problemei CI şi descrierea ei în Domeniul Spaţial şi în Domeniul 

Probabilistic – capitol introductiv, în care arătăm limitarea teoretică a unor tehnici clasice, e.g., 

a reţelelor neuronale,  în ce priveşte rezolvarea unor probleme concrete de CI. Încheiem acest 

capitol remarcând că domeniul probabilistic, deșșșși poate “veni” cu informațțțții în plus fațțțță de 

cel spațțțțial, nu încurajează folosirea intuițțțțiilor, a adaptărilor pentru o rezolvare cât mai 

adecvată a unor probleme mai complexe de clasificare. 

II§ “Separabilitatea claselor” – clasificarea fiind în esenţă o problemă de separare 

 - II.1.3. Eşantionarea semnalului: precizia necesară şi intercondiţionarea reprezentărilor în 

Domeniul Frecvenţă şi în Domeniul Frecvenţă-Timp – imprecizia ca aliasing (II.1.3.1. Precizia 

necesară reconstruirii semnalului şi efectul de aliasing) şi ca principiu al nedeterminării (II.1.3.2. 

Intercondiţionarea rezoluţiei reprezentărilor  în Frecvenţă şi în Frecvenţă-Timp: principiul 

nedeterminării). Fig.II.1.3_12 prezintă o imagine sintetică originală. Secţiunea II.1.5.,  “O 

viziune abstractă asupra recunoaşterii formelor, în jurul conceptului de corelare”, propune o 

sinteză asupra problemei clasificării, în domeniile spaţial, frecvenţă şi probabilistic, problemă 

care poate fi văzută ca una de corelare / de-corelare sau de descompunere.  

 - secţiunea II.2.2., “Domeniul posibilului: o fuziune fuzzy a diverselor tipuri de cunoştinţe” dă 

seama de capacitatea de integrare a informașiilor precise sau imprecise, cu diverse grade de 

credibilitate (probabilitate) de către domeniul fuzzy, un domeniul fașă de care domeniul 

probabilistic e un caz particular. Domeniu care poate fi văzut şi ca “loc de trecere” între ştiinţa 

calculatoarelor şi alte discipline de cunoaştere, cum ar fi cele sociale. Ceea ce dă posibilitatea 

extinderii raţionamentului fuzzy (aproximativ) în ştiinţele “inexacte” e cuvântul / termenul 

lexical / variabila lingvistică. În secţiunea II.2.4., <<“Fuzzy logic = calculul cu cuvinte” [Zadeh, 

1996]>>, sintetizăm concluziile pe care le-am desprins din literatura de specialitate pe această 

temă, propunând ca legătura între ştiinţele “exacte” (fizica a arătat până unde poate merge acest 

“exact” – vezi principiul incertitudinii al lui Heisenberg, enunţat încă din 1927) şi cele 

“inexacte” să se facă în jurul criteriului de proximitate, pe baza claselor fuzzy. În esenţă 

facem următoarele observaţii: 
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 - II.2.4.1. Termenul lexical şi abilitatea de a opera cu informaţii bazate pe percepţii sau fler – 

teoria fuzzy are o legătură profundă cu semantica 

 - II.2.4.2. Scale fuzzy – e interesant de observat că scalele metrice ordinale au fost  introduse în 

contextul psihofizicii (deci, iată, putem vorbi de o contribuţie la teoria fuzzy din partea 

psihologiei, o disciplină de care, acum un secol, ştiinţele exacte s-ar fi “ferit”) ca metodă de a 

măsura date multidimensionale (în capitolul  III vom vorbi de  procesarea multi-canal, cu 

aplicaţie concretă în procesarea imaginilor color, culoarea fiind, în fapt, o percepţie psiho-fizică). 

Folosirea unei scale metrice fuzzy e o îmbunătăţire dacă se ia în considerare o relaţie de 

proximitate pe setul de reprezentare, relaţie de proximitate care are acoperire într-o relaţie de 

proximitate pe setul reprezentat. 

 - în secţiunea II.2.5. propunem conceptul de PROTOTIP pe post de clasă fuzzy:  “sâmbure” 

în jurul căruia se centreză clasa fuzzy conform  unei distribuţii de posibilitate. Acest concept, pe 

care l-am utilizat efectiv în contribuţia practică IV.3, “Folosirea subclasării şi a marcajelor pentru 

reducerea fals pozitivelor”, apare ca o generalizare şi ca o tratare mai adecvată a claselor fuzzy. 

III§ Domeniul multispectral al imaginilor color – deşi ne vom referi numai la cazul domeniului 

multispectral al culorilor, discuţia noastră se poate generaliza în ce priveşte procesarea 

informaţiei care ne vine pe mai multe canale. Aici arătăm cum ceea ce poate integra - matematic, 

pentru descrierea sensibilităţiloe de culoare, folosim produsul scalar -  aceste informaţii multi-

canal e percepţia, percepţie care stă la baza teoriei fuzzy, dar şi a colorimetriei - spaţiile de 

culoare uniform perceptuale au fost concepute plecând de la conceptul /  percepţia de proximitate  

(vezi Just Noticeable Differnce).  

În subcapitolul III.3., “Caracterul perceptual al culorii”, remarcăm că acolo unde filtrarea liniară 

nu a avut succes (e.g, pentru procesarea multi-canal), poate avea succes o abordare fuzzy prin 

caracterul său adaptiv, trunchiat (vezi operaţiile pe mulţimi fuzzy), asemănător unei logici a 

percepţiilor.  

CI, prin chiar obiectul ei, “ilustrează”, poate, cel mai bine multe din conceptele clasificării. Aşa 

cum am spus şi în rezumat-ul lucrării, discuţia noastră se aplică şi altor probleme de clasificare, 

mai ales în ce priveşte metodele bazate pe elemente componente – care corespund în cazul CI 

metodelor de clasificare bazate pe pixeli.  
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V.1.2. Contribuţii practice  

 

Rezumăm contribuţiile noatre practice, contribuţii ivite, ca şi cele teoretice, în urma confruntării 

cu  probleme nedeterminate concrete de CI: 

 

IV.1 Transformări eficiente între spaţii de culoare – am implementat o metodă de interpolare cu 

un grad ridicat de generalitate, superioară ca acurateţe şi viteză de execuţie. 

 

IV.2 “Definirea formei spaţiului unei probleme de recunoaştere nedeterminate şi modelarea 

acestuia. Cazul ‘skin detection’” – proiectăm și implementăm o metaeuristică adaptivă şi 

dinamică în vederea rulării unor algoritmi ‘run-length’,  superiori ca acurateţe şi viteză de 

execuţie. Prin folosirea de informaţie probabilistică ne putem extinde în domeniul impreciziei, 

probabilistic / fuzzy, putem prelua şi furniza cunoştinţe probabilistice / fuzzy. 

 

IV.3 “Folosirea subclasării şi a marcajelor pentru reducerea fals pozitivelor. Cazul ‘skin 

detection’” – proiectăm și implementăm  o metaeuristică adaptivă şi dinamică a cărei noutate se 

bazează pe folosirea subclasării şi a marcajelor perceptuale. Conform teoriei fuzzy se poate 

demonstra în mod practic utopia unor probleme de clasificare, ceea ce poate scuti de foarte 

costisitoare investigaţii – vezi şi unele dintre concluziile din finalul secţiunii IV.3.5, între care şi 

ideea de a găsi un criteriu de subclasificare care să crească (faţă de ‘Dif’ şi partiţionarea (fuzzy) a 

‘Skin Locus’-ului în discuri de raze de valoare constantă) separabilitatea claselor. Din punct de 

vedere teoretic, teorema de separare pentru seturi fuzzy convexe, teoremă care încheie novatorul 

articol [Zadeh, 1965], este, şi ea, grăitoare în acest sens.  
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V.2. Studiul viitor 

 

 
Într-un articolul recapitulativ, [Vertan & Buzuloiu, 2000], s-a observat că pentru imagini gri au 

avut succes filtrările adaptive şi, deci, neliniare. Pentru imagini color, extinderea acestor filtre 

prin prelucrarea individuală a componentelor de culoare s-a dovedit inadecvată în ce priveşte 

păstrarea topologiei. Ori păstrarea topologiei e un criteriu important de validare a reuşitei multor 

procesări de imagini – de fapt, şi noi am aplicat un raţionament topologic când am configurat 

‘Skin Locus’-ul, considerând că probabilitatea unui ‘Skin Pixel’ creşte spre centrul SL – altfel, 

SL ar fi  contrar percepţiei noastre. Susţinem: criteriul păstrării topologiei e unul 

determinant în găsirea soluţiilor majorităţii problemelor de clasificare nedeterminate în 

imagini (putem avea șșșși alte reprezentări decât imagini digitale). Raţionamentul fuzzy, 

dovedindu-se până în zilele noastre cadrul teoretic cel mai “integrator” de abordare a 

acestora, remarcăm caracterul său intrinsec topologic (fundamentală fiind relațțțția de 

proximitate). Ne propunem să continuăm investigaţia CI pe partea de procesare neliniară a 

semnalelor (multi-canal), apelând la fundamentele teoriei fuzzy, în direcţia prelucrărilor 

morfologice. Din punct de vedere morfologic, conceptul de PROTOTIP, pe care l-am propus, 

poate fi văzut ca un schelet (‘skeleton’) / nucleu de clasă (fuzzy) – noţiunea de ‘skeleton’ e 

prezentată în lucrare la subsecţiunea I.4.1.2., “Skeletoane”, în cadrul secţiunii I.4.1., 

“Simplificarea formelor”. Astfel, “fuzificarea” ar corespunde extrapolării de la un ‘skeleton’, iar 

“defuzificarea”, care, în general, ia forma mapării unui vector într-un scalar şi e asociată 

transformării raţionamentelor umane calitative în expresii numerice (cantitative), ar corespunde 

calculării ‘skeleton’-ului. În cazul GIS, operaţia de generalizare poate corespunde calculării 

‘skeleton’-ului cu păstrarea topologiei [Gold & Shankar, 2001]. În [Georgescu 2, 2009] arătăm 

cum, în vederea reconstrucţiei 3D din secţiuni paralele, pentru o partiţionare cât mai corectă în 

cazul ‘Double Branching Problem’ e nevoie să găsim un skeleton “cât mai adecvat” între cele 

două contururi în discuţie - evident, problema având mai multe soluţii, alegem soluţia care se 

mulează cel mai bine criteriilor soluţiei (se ştie că pentru o decizie multicriterială putem folosi o 

integrală fuzzy), dar şi de acurateţe şi viteză ale problemei concrete. În general, raţionamentul 



217 
 

fuzzy, chiar dacă presupune îndeplinirea unor condiţii topologice, se poate adapta problemei în 

cauză.  

Pe de altă parte, în subsecţiunea II.2.2.2., <<Teoria fuzzy şi bazele de date sau de cunoştinţe 

(sistemele expert) cu informaţii incerte / “granulate”>>, menţionăm exemplarul articol [Zadeh, 

1986], în care se arătă că dilatarea şi eroziunea, sau închiderea şi deschiderea, ca operaţiuni 

morfologice de bază, corespund necesităţii şi posibilităţii, având, în plus, acelaşi tip de dualitate. 

Necesitatea şi posibilitatea fiind conceptele de bază ale teoriei posibilităţii, iar această teorie, 

după cum am evidenţiat în subsecţiunea II.2.2.1., “Teoria fuzzy şi teoria posibilităţilor”, 

corespunzând teoriei fuzzy. 

Teorema de separare pentru seturi fuzzy convexe [Zadeh, 1965] e un alt indiciu în favoarea  

studiului CI în privinţa prelucrărilor morfologice care pot ajuta clasificarea. În general, 

clasificarea se face în clase / mulţimi convexe – vezi şi reprezentarea Skin Locus-ului de la 

contribuţia practică IV.2. 

În subsecţiunea II.2.3.2., “Mulţimi şi partiţii fuzzy”, am accentuat importanţa teoremei de 

reprezentare Negoiţă-Ralescu a seturilor fuzzy ca tăieturi α. E o teoremă care ne poate furniza o 

intuiţie clară asupra unei posibile aproximări a unei mulţimi fuzzy: “ó din ‘ó-cut’ poate fi văzut 

ca un nivel de apoximare al setului sau numărului fuzzy” - “pe baza ‘ó-cut’ se definesc operaţii 

între numere fuzzy”.  

Ordonarea cât mai “inspirată” a numerelor fuzzy se poate face în lumina unor intuiţii geometrice 

[Rao & Shankar, 2011]. În [Vertan, 2009], se vorbeşte de “coordonate paralele” –  fiecare 

culoare are asociat un poligon, calculul distanţelor între culori reducându-se la calculul 

intersecţiilor acestor poligoane; şi aici ñ e pe post de grad de aproximare.  

Toate acestea sunt, credem, suficiente motivaţii pentru studiul utilităţii prelucrărilor morfologice 

pentru problemele de CI, sau, mai general spus, pentru înţelegerea imaginilor. Mai credem că, şi 

am susţinut în lucrarea de faţă această aserţiune prin multiple argumente, cadrul teoretic mare 

care permite abordarea riguroasă a problemelor complexe de CI e ceea ce am numit “domeniul 

fuzzy”. 
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