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1. Concepte fundamentale

Informatica si calculul cuantic reprezinta studiul proceselor informatice care pot fi realizate
folosind sisteme ce se supun legilor mecanicii cuantice, asa cum sunt ele formulate n
prezent. Totusi, extinderea tehnicilor de procesare cuantica la scara larga a informatiei riman
in continuare o provocare atit pentru oamenii de stiinta, cat si pentru ingineri. Metodele
clasice de implementare a sistemelor de calcul incep sa se loveasca de barierele impuse de
miniaturizarea din ce in ce mai mare a componentelor electronice, care se apropie de
dimensiunile cuantice.

Una din solutiile propuse pentru rezolvarea acestor dificultati este aceea de a schimba
paradigma de calcul. O astfel de noud paradigma este oferita de teoria informaticii cuantice
care se bazeaza pe folosirea principiilor ne-intuitive ale mecanicii cuantice pentru efectuarea
calculelor, in locul folosirii sistemelor fizice clasice. S-a demonstrat ca, in timp ce orice
calculator clasic actual poate fi folosit pentru simularea unui calculator cuantic, aceasta
simulare nu se poate face eficient (adica prin marirea costurilor de timp cu o valoare
dependenta de intrare in mod cel mult polinomial) [1]. Astfel, calculatoarele cuantice ofera
un avantaj semnificativ 1n viteza de prelucrare. Acest avantaj este aga de mare incat unii
specialisti sunt de parere ca, indiferent de viitoarea dezvoltare a calculatoarelor clasice, ele nu
vor putea niciodata sa egaleze calculatoarele cuantice.

1.1. Teza Church — Turing

Bazele teoretice ale calculatoarelor clasice au fost puse de Alan Turing, care a demonstrat ca
se poate construi 0 Magsina Turing Universala, capabild sa simuleze orice altd Masina Turing.
Mai mult chiar, el a postulat ca Masina Turing Universald poate implementa orice proces
definit prin actiuni algoritmice:

Orice proces algoritmic poate fi simulat folosind o Masina Turing.
Pornind de la observatia ca Masina Turing nu numai ca poate implementa orice proces
algoritmic, ci mai mult, poate face acest lucru in mod eficient, s-a formulat varianta tare a
tezei Church — Turing:
Orice model de calcul poate fi simulat folosind o Magsina Turing probabilista prin adaugarea

a cel mult un numar polinomial de operatii.

1.2. Teza Church — Turing — Deutsch

Pornind de la aceste intrebari, David Deutsch a incercat sa gaseasca o metoda de a deduce o
varianta si mai tare a tezei Church — Turing, pornind de legile fiziceError! Reference source
not found.. Mai exact, Deutsch a incercat sa gaseasca un model computational care sa fie
capabil si simuleze orice sistem fizic [15]. In acest fel, orice masini de calcul implementata
pe baza legilor acestui sistem fizic va putea fi simulat Tn acest model. Pornind de la
presupunerea larg (dar nu pe deplin) acceptata in comunitatea stiintifica, ca legile fizice sunt
in ultima instantd cuantice, Deutsch s-a orientat spre masinile de calcul bazate pe principiile
mecanicii cuantice. Aceste masini sunt analogele 1n domeniul cuantic al masinilor din
domeniul clasic, considerate cu jumatate de secol In urma de catre Turing. Ele constituie baza
a ceea ce in termeni moderni se denumeste calculator cuantic. Ceea ce modelul de calcul al
lui Deutsch a permis, a fost sa lanseze 0 provocare pentru varianta tare a tezei Church —
Turing. Deutsch a demonstrat cd este posibil ca un calculator cuantic sd rezolve eficient
probleme de calcul care nu au solutie eficienta cunoscutd pand in prezent, pe un calculator
clasic — modelat de o Masina Turing probabilistd. Demonstratia lui Deutsch este bazata pe un
exemplu simplu care sugereaza ca intr-adevar calculatoarele cuantice pot sa aiba putere de
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calcul mai mare decét calculatoarele clasice. Tn conformitate cu aceste rezultate, teza Church
— Turing — Deutsch s-ar formula astfel:

Orice proces fizic algoritmic poate fi simulat eficient folosind o Magsina Cuantica.
Aceste prime rezultate obtinute de Deutsch au fost imbogatite de altele in deceniile care au
urmat. Poate printre cele mai importante se numara rezultatul obtinut in 1994 de catre Peter
Shor, care demonstreaza ca doua probleme foarte importante [45], care, ca si problema lui
Deutsch, nu au solutii eficiente cunoscute pe Masina Turing, pot fi rezolvate eficient pe un
calculator cuantic [46]. Aceste doud probleme, care se bazeaza pe transformarea Fourier
discreta sunt: problema calculului factorilor primi ai unui numar si problema logaritmului
discret. Un alt rezultat care demonstreaza puterea calculatoarelor cuantice a fost obtinut in
1995 de Lov Grover [28], care a demonstrat ca o alta problema importanta — cautarea intr-un
spatiu ne-structurat — poate fi de asemenea fi rezolvata mai rapid pe un calculator cuantic
decat pe un calculator clasic. Desi imbunatatirea vitezei nu este asa de mare ca in cazul
problemei numerelor prime, larga dependenta a sistemelor actuale de tehnicile de cdutare a
provocat atentia asupra acestui algoritm. Cam 1n acelasi timp, alte grupuri de cercetatori se
concentrau asupra dezvoltarii unei idei introduse de Richard Feynman in 1982. Feynman a
aratat ca exista dificultati esentiale in simularea sistemelor mecanice cuantice pe
calculatoarele clasice si a sugerat ca dezvoltarea unor calculatoare cuantice ar permite
eliminarea acestor dificultati. Aceasta sugestie s-a dovedit intre timp a fi adevarata. [5]

1.3. Teoria cuantica a informatiei

Teoria comunicatiei a caror baze au fost puse de Claude Shannon [35] reprezinta un alt aspect
care ar trebui modificat in conformitate cu aceasta noua abordare cuantica a informatiei.
Realizarea cheie care este probabil cea mai importanta in teoria lui Shannon este aceea de a
defini matematic conceptul de informatie. Shannon a demonstrat doua teoreme fundamentale
care au constituit punctele de plecare pentru dezvoltarile ulterioare din acest domeniu:

- teorema de transmisie a informatiei printr-un canal de comunicatie ideal (fara zgomot):
cuantifica resursele necesare stocarii informatiei emise de o sursa.

- teorema de transmisie a informatiei printr-un canal de comunicatie real (cu zgomot):
cuantifica informatia care poate fi transmisa printr-un canal cu zgomot. Pentru a avea o
transmisie sigurd in prezenta zgomotului, Shannon a demonstrat cd pot fi folosite coduri
de corectare a erorilor pentru protejarea informatiei.

Teoria cuanticd a informatiei se dezvolta urmand aceleasi procedee. Ben Schumacher a oferit

analogul cuantic al primei teoreme a lui Shannon — transmisia informatiei printr-un canal fara

zgomot, definind notiunea de bit cuantic ca o resursa fizica. Dar, spre deosebire de teoria
clasica a informatiei, nu s-a descoperit inca varianta cuantica a celei de-a doua teoreme a lui

Shannon — transmisia informatiei printr-un canal cu zgomot. Cu toate acestea, exista o teorie

cuantica a corectiei erorilor cu ajutorul careia s-a permis dezvoltarea calculatoarelor cuantice

operabile in prezenta zgomotului. Folosind ideile clasice din teoria corectiei erorilor se pot
proteja starile cuantice de efectele zgomotului. De asemenea, aceasta teorie permite
transmisia sigurd a informatiei printr-un canal de comunicatie cuantic cu zgomot.

In 1992, Charles Bennett si Stephen Wiesner au demonstrat o altd aplicatie a teoriei cuantice

a informatiei, $i anume transmisia informatiei clasice printr-un canal de comunicatie cuantic.

Prin acest rezultat, denumit in literatura de specialitate ,,codificare supra-densa”, se arata cum

se pot transmite doi biti de informatie clasici prin trimiterea unui singur qubit de la sursa la

destinatie. Studiul teoriei informatiei incepe prin considerarea unui singur canal de

comunicatie. Acest fapt Insd s-a generalizat, in prezent existand deja o teorie bine definita a

retelelor informatice. Tot ca o problema deschisa, ramasa deocamdata fara raspuns, trebuie

mentionatd i gasirea unor metode de interconectare a mai multor calculatoare in retele
cuantice.
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1.4. Criptografia cuantica

Cel mai utilizate sisteme criptografice sunt in prezent cele bazate pe criptarea cu cheie
publica. Ideea de baza pentru transmiterea secretd a mesajelor este aceea de a folosi functiile
matematice greu inversabile. Functionarea acestor sisteme se bazeaza pe presupunerea ca
mesajul criptat de catre transmitator folosind o cheia publicd nu poate fi decriptat in mod
eficient decat de posesorul cheii secrete corespunzatoare. De asemenea, trebuie ca deducerea
cheii secrete din cheia publica sa nu poata fi facuta eficient. Multe din sistemele de criptare
cu cheie publica (intre care si RSA) folosesc drept functii matematice greu inversabile,
probleme legate de descompunerea in factori primi a numerelor naturale. S-a dovedit insa ca
aceste probleme nu sunt deloc greu rezolvabile folosind calculul cuantic. Asadar, in
eventualitatea construirii unui calculator cuantic aceste sisteme de criptare cu cheie publica
devin nesigure.

O alta categorie de sisteme de criptare sunt cele care folosesc chei secrete. Sistemele clasice
din aceasta categorie s-au lovit insa de problema distributiei cheilor. Problema este cum se
pot transmite aceste chei fara ca ele sa fie compromise. O rezolvare a acestei probleme a fost
oferita prin folosirea unui canal de comunicatie cuantic. Aceastd procedura de transmisie a
cheilor secrete se numeste distributie cuantica a cheilor, sau criptografie cuantica. Ideea care
sta la baza acestor sisteme este folosirea principiului de observare din mecanica cuantica:
observarea unui sistem cuantic conduce inevitabil la perturbarea sa. Conform acestui
principiu asadar, orice incercare de observare a unei chei transmisa printr-un canal cuantic
poate fi descoperita de catre receptorul cheii. Acelasi principiu care confera puterea acestor
sisteme, ridica Tnsa si cea mai mare problema de implementare. Aceste canale cuantice de
comunicatie nu pot fi prelungite prin folosirea asa numitelor repetoare de semnal, asa cum
sunt ele intelese in mod clasic. Cu toate acestea insa, prototipuri experimentale a acestor
sisteme criptografice cuantice au intrat deja in sfera comerciala.

1.5. Reprezentarea cuantica a informatiei

Bitul reprezintd conceptul fundamental in teoria clasica a informatiei si al calculului. Teoria
cuantica a calculului si teoria cuantica a informatiei sunt construite pe baza unui concept
fundamental asemanator: bitul cuantic, sau pe scurt qubit [36]. Facand abstractie de
implementarea fizica a qubitilor, ei se definesc ca entitati matematice abstracte. Asa cum un
bit clasic este definit printr-o stare care poate avea valoarea 0 sau 1, un qubit este definit si
el printr-o stare cuantica. Folosind notatia Dirac din mecanica cuantica, doua stari posibile ale
unui qubit, corespunzatoare celor doud stari ale unui bit clasic, sunt |0) si [1) — denumite

stari computationale de baza. Un qubit se poate afla n orice stare normata, definitd ca o
superpozitie liniara complexa de stari computationale de baza: |y) = a|0) + S|1),

. . " . 2 2
unde a si S sunt numere complexe, satisfacand relatia de normare: |a| +|,B| =1
Cu alte cuvinte, starea unui qubit este reprezentata printr-un vector normat intr-un spatiu

vectorial complex bidimensional, in care cele doua stari computationale de baza formeaza o
baza ortonormata. Prin masurarea qubitului se poate obtine rezultatul O cu probabilitatea

2 - 2 » < <
|a| , sau rezultatul 1, cu probabilitatea |ﬂ| . In mod natural, se observa ca pentru a respecta
principiul din teoria probabilitdtii conform caruia suma probabilitatilor evenimentelor
posibile trebuie sa fie 1, vectorul de stare trebuie sa fie normat. In mod aparent paradoxal, «
si [, chiar cu restrictia de normare impusa, pot lua o infinitate de valori complexe. Deci, s-ar
parea cd un qubit reprezintd o cantitate de informatie infinita. Aceasta concluzie insa nu este

corectd, deoarece masura care intereseaza este cantitatea de informatie ce poate fi observata.
Prin mésurarea qubitului se poate obtine doar una din cele doud valori; mai mult, dupa
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madsurare starea qubitului se schimba. Asadar, efectuand o singurd masurare asupra unui qubit
se obtine un singur bit de informatie despre starea qubitului. Determinarea exacta a starii
qubitului, adica determinarea exacta a valorilor « si f, se poate face numai daca s-ar putea

efectua o infinitate de masuratori asupra unei infinitati de qubiti preparati identic.
Generalizarea la reprezentarea sistemelor pe mai multi qubiti se face folosind produsul
tensorial intre spatii vectoriale. Starea unui sistem format din n qubiti, fiecare qubit fiind
aflat Tn starea |y/; ), este reprezentata prin vectorul normat: |y) =|y, ) ®|y,) ®....® |y, )

1.6. Realizari practice ale sistemelor de calcul cuantice

Problema fundamentala care a fost ridicata este daca exista vreun principiu care sa impiedice
constructia fizica a calculatoarelor cuantice. S-au identificat doud posibile astfel de piedici:

- functionarea In mediul real poate fi diferitd de cazul ideal din cauza zgomotului

- mecanica cuantica a caror principii stau la baza acestui domeniu poate fi o descriere

incompleta a realitatilor fizice

Zgomotul reprezintd o piedica fundamentala in functionarea sistemelor de procesare a
informatiei, de care nu se poate face abstractie. In acest sens, s-a demonstrat ¢ presupunand
ca zgomotul poate fi redus sub o anume valoare prag, corectarea cuantica a codurilor poate fi
folosita pentru a diminua si mai mult zgomotul; practic acest procedeu putand fi repetabil la
infinit fard a incarca semnificativ complexitatea calculului efectiv. La scard mica, de cativa
qubiti, s-au realizat deja sisteme fizice de prelucrare cuantica a informatiei.

1.7. Calcul cuantic — porti cuantice

Calculul cuantic studiaza transformarile care se efectueaza asupra starilor cuantice. La fel
cum un calculator clasic este construit din circuite electronice continand porti logice
conectate intre ele, un calculator cuantic este alcétuit din circuite cuantice continand porti
cuantice inter-conectate. Formalismul matematic folosit in descrierea transformarilor aplicate
de circuitele cuantice asupra qubitilor este cel al operatorilor liniari. Asadar starea unui qubit
este reprezentata printr-un vector intr-un spatiu vectorial complex bidimensional, in timp ce
un circuit cuantic actionand asupra qubitului respectiv este reprezentat printr-un operator
liniar unitar definit pe acel spatiu vectorial. Orice circuit cuantic este reversibil: cunoscandu-
se starea qubitilor de la iesirea unui circuit, este intotdeauna posibil a se determina starea lor
de la intrarea circuitului. Aceasta proprietate nu este respectata de toate circuitele clasice:
spre exemplu poarta NAND. Cu toate astea, circuitele clasice nu au capacitate de calcul
sporitd prin faptul ca permit si altfel de porti decat cele reversibile. Existd de exemplu o
poartd reversibild pe trei biti, numita poarta Toffoli, cu ajutorul careia se poate implementa
orice circuit clasic. Poarta Toffoli inverseaza cel de-al treilea bit (numit si bit rezultat) daca si
numai daca primii doi biti (numiti si biti de control) sunt setati. Poarta CNOT inverseaza
qubitul rezultat daca si numai daca qubitul de control este setat. Altfel spus, poarta CNOT
implementeaza adunarea modulo 2 pe doi biti. Un circuit cuantic care implementeaza

adunarea modulo 4 pe 2 biti: | X,%oY1Yo) = | X% )| (XXo + V1Yo )Mod 4), X, Xq, Y1, Yo € {01}
%) T * %)
%) — [x)
o) S

|yl> A\
| V1 ®%oYo)

A %4

| X0 @ Yo)
b | X @y, ®XoYp)

D
J

Figura 1. Circuitul cuantic care implementeaza adunarea modulo 4
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Trebuie mentionat cd masurarea unuia, sau a mai multor qubiti nu este o operatie unitara.
Desi este necesar ca uneori sa se efectueze masuratori asupra qubitilor unui circuit cuantic, o
masuratoare nu este o poartd cuantica. Dupa efectuarea unei masuratori starea qubitului, sau a
qubitilor respectivi nu mai are nici o relevanta; ceea ce conteaza este informatia obtinuta din
rezultatele masuratorii — informatie codificata sub forma de biti clasici probabilistici. Liniile
de legatura din reprezentarea circuitelor cuantice nu au semnificatia unor legaturi fizice (fire
conductoare de curent, sau altceva de acest gen), ci ele reprezinta durata de viata a unui qubit
de-a lungul timpului. Circuitele cuantice sunt astfel intotdeauna aciclice.

1.8. Imposibilitatea de copiere a unui qubit
In calculul clasic, existd un circuit foarte simplu care realizeazi copierea oricarui bit.

b— L b
CNOT
0—1 L 0®b=b

Figura 2. Circuitul clasic de copiere al unui bit

Una din deosebirile cele mai frapante intre circuitele cuantice si cele clasice este faptul ca
este imposibil de construit circuit cuantic care sa copieze cu exactitate orice stare a unui
qubit. Acesta este enuntul teoremei de non-clonare a unui qubit. Se pot construi numai
circuite care sa copieze cu exactitate doua stari ortonormate ale unui qubit.

c) c)
|O>I |0®c)=|c)

Figura 3. Circuitul cuantic de copiere a stirilor ortonormate |0> sau |1>

Chiar daca se accepta implementarea circuitului de copiere folosind si transformari ne-unitare
se constata ca se pot copia doar stari ortogonale. S-a demonstrat ca un circuit de copiere
cuantic pentru stari ne-ortogonale poate fi creat numai daca se accepta copii ne-exacte.

2. Eficienta calculului cuantic

2.1. Paralelism cuantic

Paralelismul cuantic este o caracteristica fundamentald a multor algoritmi cuantici.
Paralelismul generalizat la functii pe un numar arbitrar de biti, foloseste operatia de
transformare Walsh-Hadamard, o compunere de n porti Hadamard care actioneaza in paralel
pe n qubiti. Prin generalizare, dupa aplicarea transformérii Walsh-Hadamard pe n qubiti,

H®n

toti aflati initial in starea |0), se obine: |0>®n D’|X). Asta inseamna ci,

\/2_ Xe{O 1}

transformarea Walsh-Hadamard produce o superpozitie egald de toate starile computationale
de baza. In plus, face asta foarte eficient, producand o superpozitie de 2" stari folosind numai
nporti. Evaluarea cuantica paraleld a unei functii f :{0,1}" > {0,1} poate fi efectuati astfel.

Se prepara o stare formata din n+1 qubiti: |0>®n | 0> , apoi se aplica transformarea Hadamard

pe primii n qubiti, urmata de circuitul cuantic implementand U ¢ . Aceste transformari produc

st |0)7Jo) 1> | 2 Fx) o) = f— >} 109

XeOl e
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Tntr-un sens, paralelismul cuantic permite evaluarea simultana a tuturor valorilor posibile ale
lui f, cutoate ca, aparent, functia s-a evaluat numai o singura data. Totusi, acest fel de

paralelism nu este imediat si folositor. Masurarea starii Z| X>| f (X)> intoarce numai f(x)
xe{0,1}"

pentru o singura valoare a lui X . Bineinteles ca un calculator clasic poate face acelasi lucru

foarte usor. Calculul cuantic are nevoie de ceva mai mult decat simplul paralelism cuantic

pentru a putea fi folositor; are nevoie in plus si de posibilitatea de a extrage informatia

referitoare la mai multe valori ale lui f(x) din starile compuse ca Y| )| f (x)).
xe{0,1}"

2.2. Algoritmul lui Deutsch

Acesta demonstreaza cum circuitele cuantice pot depasi in performante circuitele clasice.
Algoritmul lui Deutsch combina paralelismul cuantic cu o altd proprietate a mecanicii
cuantice, cunoscuta sub numele de interferenta. Circuitul care implementeaza acest algoritm:

|0} iii X X E
Uf
1 m—y  yofx)l—T1i1
e t =t
|'//o> |'//1> |W2> |‘//3>

Figura 4. Circuit cuantic care implementeazi algoritmul lui Deutsch

Succesiunea starilor incepe cu starea computationald de baza pe 2 qubiti: |y, ) =|0)[1).
Portile finale conduc la |y, ) = +| f(0)@® f(1))|1) . Prin masurarea primului qubit se poate
determina direct suma modulo 2, f(0)® f(1). Deci, acest circuit cuantic oferd posibilitatea
de a determina o proprietate globald a functiei f(x), f : {0,1} H{O,l}, sianume f(0)® f(1),
prin efectuarea unei singure evaluari f (X) Asta este de doua ori mai rapid decat este posibil

cu 0 magina clasica, care ar avea nevoie de cel putin doua evaluari: f (O) si f (1)

2.3. Algoritmul Deutsch-Jozsa
Algoritmul anterior este un caz simplu al unui algoritm cuantic mai general, algoritmul
Deutsch-Jozsa care rezolva urmitoarea problema. Se considera o functie f :{0,1}" > {01}

despre care se stie ca este ori constanta, ori balansata. Se cauta un algoritm determinist cat
mai eficient care sa decida tipul functiei. Schema algoritmului clasic determinist este:

1. alege x e {0,1}"
initializeaza A= {0,1}n - {X}; initializeaza B = {X}; initializeaza yg = f(X)

< n-1 <A <
daca B| > 2" atunci intoarce ,, f constantd”

2

3

4. alege x € A sicalculeaza y = f(X)

5. daca Yy # Yy atunci intoarce ,, f balansatd”
6. Yo< V; A A-{x}; B<Bu{x}

reia de la pasul 3.

Tn cazul cel mai nefavorabil (f este constanta) algoritmul are complexitatea O(Z"‘1 +1).

NS
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2.3.1. Problema Deutsch-Jozsa probabilista

Se considera o functie f :{0,1}" > {0,1} despre care se stie ci este ori constantd, ori
balansatd. V& > 0, probabilitate de eroare, se cautd un algoritm probabilist cat mai eficient
care sd decida tipul functiei cu probabilitatea 1—¢ .
Algoritmul clasic probabilist care rezolva aceasta problema este asemanator cu
corespondentul sdu clasic determinist. O diferentd importanta este modul in care se aleg
elementele x € A:

- 1n cazul determinist, elementele se aleg la

- 1n cazul probabilistic, elementele se aleg in mod pur aleator
De asemenea, 1n cazul algoritmului clasic probabilist, deoarece nu se necesita un raspuns

exact, ne este necesar a se calcula 2" 11 valori pentru f, ci un numar mai mic, dependent

de e:M, < 2" 11, Astfel, pasul 3. se inlocuieste in cazul algoritmului clasic probabilist
Cu:

3. daca |B| > M, —1 atunci intoarce ,, f constanta”
Se observa ca acest algoritm probabilist nu greseste niciodatd cand functia este constanta,

adicad nu va cataloga niciodata drept balansata o functie care este de fapt constanta. Dar, daca
functia este de fapt balansata, exista riscul ca acest algoritm sa o catalogheze drept constanta.

Asta se poate intdmpla cand in cei M, pasi s-a obtinut mereu aceeasi valoare pentru f .

Dupa pasul M, probabilitatea de eroare poate fi scrisa asadar ca:

21 oty 2" _M,+1 1 1
— < X

X——X X/ s —

Med oo TN g "M, +1 2 2

1
E= X
2

oM

Se observa decica: M, <log, 1 . Asadar, ruland algoritmul pentru log, 1 pasi, obtinem un
raspuns corect cu probabilitatea fle eroare aleasa. Complexitatea algoritmuclgui clasic
probabilist este deci O[Iog2 %) — nu depinde de dimensiunea problemei ci numai de

probabilitatea de eroare aleasa.

2.3.2. Circuitul cuantic Deutsch-Jozsa

Revenind la problema Deutsch-Jozsa generala (determinista), ea poate fi rezolvata folosind
un algoritm cuantic al carui circuit este prezentat mai jos.

|0>®n HeM || X X H @n
u,
1) y y® f(x)
t Ly t Ly
lwo) lw1) lw2) lw3)

Figura 5. Circuit cuantic care implementeazi algoritmul Deutsch-Jozsa general

Problema Deutsch-Jozsa generala poate fi rezolvata prin masurarea primilor n qubiti din
starea |1//3> . Daca fiecare qubit este 0 atunci functia f este constanta, daca cel putin un qubit

este 1 atunci functia f este balansati. In cazul algoritmului cuantic, evaluarea functiei f s-a



facut o singura datd. Asta Inseamna o Tmbunatatire de ordin exponential fatd de algoritmul

clasic determinist (care, in cazul cel mai defavorabil, evalueaza f de 2" 41 ori).

2.4. Codificarea supra-densa

Se presupune ca Alice este In posesia unei informatii clasice pe doi biti (codificata in mod
standard astfel 00,01,10,11), pe care vrea sa o transmita lui Bob folosind un canal de

comunicatie la distantd. Se poate arata ca aceasta transmisie poate fi efectuata prin transferul
unui singur qubit. Astfel, trebuie presupus initial ca Alice si Bob impartasesc initial o pereche
00) +|11)
V2

ce Bob se afla in posesia celui de-al doilea. Aceasta este o stare initiala fixata, nu este nevoie
de nici un transfer de qubiti pentru a pregati aceasta stare. Se poate presupune de exemplu ca
aceasta stare a fost pregatitd anterior de cineva care a transmis apoi un qubit lui Bob, iar pe
celilalt lui Alice. In continuare, in functie de informatia clasica pe care vrea si o transmit,
Alice aplica unul din operatorii Pauli asupra qubitului aflat in posesia sa.

de qubiti aflai in starea EPR: |y/q) . Alice este Tn posesia primului qubit, Tn timp

Alice | 0> ® | Y> + (_ 1)X|1>| _'Y> Boh

Co—

qubit 1 qubit 2

Figura 6. Starea de dupi aplicarea operatorului Pauli

Alice trimite acum qubitul sdu lui Bob. Aflandu-se in posesia ambilor qubiti, Bob poate
efectua o masuratoare de proiectie in baza Bell. El defineste in acest sens patru operatori de
masurare (proiectii) si poate afla deci cu certitudine valoarea Xy care reprezinta exact

informatia trimisa de Alice. O generalizare pentru mai mul{i biti este posibila in felul
urmator: pentru a transmite 2n biti de informatie, Alice s1 Bob trebuie s impartaseasca o
stare ,,entangled” (complicatd) formata din 2n qubiti: n qubiti se gasesc in posesia lui Alice
iar ceilalfi n in posesia lui Bob. De fiecare data cand vrea sa transmita 2 biti, Alice aplica un
operator Pauli asupra unui qubit, si trimite qubitul rezultat lui Bob. La randul sdu, Bob aplica
o masurdtoare de proiectie asupra starii formate din qubitul primit si perechea sa entangled.
O alta caracteristica utila a acestui protocol se desprinde din urmatoarea observatie. Se
presupune existenta unui al treilea personaj, Eve, cu rol negativ, care asculta canalul de
transmisie folosit de Alice si Bob. Eve intercepteaza asadar qubitul trimis de Alice si doreste
sa intre in posesia informatiei transmise. In acest scop, Eve va trebui sa efectueze o
misuritoare asupra qubitului interceptat. In cazul unei masuratori generale, ea defineste o
serie de operatori pozitivi E,, pe care 1i va aplica asupra qubitului 1. Dar, probabilitatea de a

obtine unul din rezultate este aceeasi, indiferent de starea reala de dinaintea efectuarii
masuritorii. In concluzie, desi Eve poate intra in posesia qubitului trimis de Alice, Eve nu
poate afla informatia transmisa de Alice. Acest protocol este garantat a fi sigur, cu conditia
suficienta ca qubitul aflat in posesia lui Bob sa fie pastrat strict secret.

2.5. Teleportarea cuantica

Teleportarea cuantica este o tehnica de transmisie a stdrilor cuantice, putand fi folosita chiar
in absenta unui canal de comunicare cuantica care sa lege transmitdtorul starii cuantice de

- 10 -



receptor. Misiunea lui Alice este de a transmite lui Bob un qubit aflat intr-o stare oarecare

|1//> . Restrictiile la care Alice trebuie sd se supuna sunt:

- Alice nu cunoaste starea pe care trebuie sa o transmita. Deoarece nu detine decat o copie
a qubitului ce se doreste transmis, Alice nici macar nu poate afla care este starea
respectiva. Pentru a afla starea |1//> in care se afla qubitul, Alice ar trebui sa efectueze o
masurare; dar prin asta s-ar distruge starea ce se doreste transmisa.

- Intre Alice si Bob nu exista decat un canal de transmisie digital, clasic. Acest fapt
complica situatia si mai mult, deoarece chiar daca ar cunoaste starea |l//> pe care doreste
sd o transmitd, ca s-o transmitd Alice ar avea nevoie de un numar infinit de biti clasici
pentru cd |y) ia valori in spectrul continuu al numerelor complexe.

Solutia se bazeaza pe presupunerea ca Alice si Bob impartasesc initial (Inainte de a fi separati

00)+|11
prin canalul de transmisie clasic) o pereche de qubiti aflati in starea EPR: |ﬁ00> = %

. Alice _________ o
: m; . Canal de comunicatie
v) : H 'clasic
o) —{n —y+— |
O —— O = 1)
Alice si Bob i_ _______________________________________________ |

t t t ot t

|l//0> |l//1> |'//2> |'//3> |'//4>

Figura 7. Circuitul cuantic pentru teleportarea unui qubit

Trebuie accentuat faptul ca teleportarea cuanticd nu contrazice in nici un fel postulatul teoriei
relativitatii restranse, conform caruia informatia nu poate fi transmisa cu o viteza mai mare ca
viteza luminii in vid. Bob nu poate reproduce starea |://> decat dupa ce primeste rezultatul

masurdtorii efectuate de Alice, rezultat care se transmite pe cale clasica, deci cu viteza
limitatd. Trebuie remarcat de asemenea ca teleportarea cuantica nu produce nici o copie a

starii de teleportat. La un moment dat, numai un qubit se afla in starea |1//> La sfarsitul
procesului, qubitul aflat initial in starea de teleportat |y) se va afla in final intr-una din starile

computationale de baza

O> sau |1> , pentru ca asupra lui se efectueazd o masuratoare.

Teleportarea cuantica arata posibilitatea de inter-schimbare a unor resurse diferite,
demonstrand ca o pereche EPR impreuna cu doi bifi de comunicatie clasici este o resursa cel
putin identica cu un qubit de comunicatie. Acest fapt se foloseste in constructia unor porti
cuantice rezistente la zgomot si In corectarea erorilor de transmisie cuantice.
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3. Reprezentare grafica

3.1. Urma unui operator
Oricarui operator A peste spatiul Hilbert V de dimensiune n i se poate asocia 0 matrice
patraticd complexd a;; [nxn], definita pentru o baza ortonormata |v; )..|v, ) astfel [26]:
a; =(v|Alv;),vi, j=1n.
Deoarece prin schimbarea de baza se obtine o matrice asociata similara cu matricea originala,

si deoarece urma este invariantd la transformarea de similaritate, rezultd ca se poate defini
urma unui operator peste spatiul vectorial V ca fiind urma oricarei matrice asociate

corespunzatoare unei baze ortonormate. Daca | j>, j =1,n este o baza ortonormata in V , se

observa ca: Vj,k=1Ln sij=k: tr j)j[)=1si tr( j)(k|)=0si tr(l,)=n

3.2. Spatiul vectorial al operatorilor liniari
Multimea Ly, , formata din operatorii liniari care se pot defini pe un spatiu Hilbert V , este la

randul sau un spatiu vectorial peste multimea numerelor complexe. Pe spatiul Ly, se poate

A
defini astfel un produs scalar: (A, B):tr(ATB). Urmitorul set de n? operatori formeaza o baza
ortonormata in Ly, :

(k)] +] i)k

J%.’X L Vik=Insiks |

TGS O —
o= TN g gy
[i)il  vi=1n

3.3. Matricele Pauli

Cu notatiile de mai sus, dacd V, este un spatiu vectorial bidimensional iar ca baza

ortonormata [27] se considera vectorii corespunzatori starilor computationale de baza si
renuntand la conditia de normalizare, se obtin operatorii Pauli [10]:

00 =12 =[0)0] + 1] 03 =0, = X =[10] + 0}
o2 =0y =Y =10| {0}t 03 =0, =2 =|0)(0] 1)

Matricele asociate operatorilor Pauli in baza formata din vectorii |0) si [1) au proprietatile:

10 01 0 —i 1 0
IZE 0 1 O'lEO'XEXE 10 O'ZEO'yEYEi 0 O'SEO'ZEZE 0 _1

sunt Hermite: ali =0y, vk =0,3 si unitare: alak = O'kUE =o-|f =1,,Vvk =03
_ 3
vk 21,3 notatiile: Uij = 5j|(|2 +i28jk|0'|
1=
XY =iZ YZ=iX ZX =iY YX =—Z ZY =—iX XZ =-iY

sunt anti-comutative: {O'j,ak}:ajak +oyoj =0y, Vjk =13si j=k

O

o
1l
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3
- satisfac relatiile de comutare: [0 i Ok ] = ZiZg kIOl
1=1

- trog)=2si tr(oy )=0, vk =13
3.4. Reprezentarea geometrica a qubitilor

3.4.1. Qubiti in stare pura — sfera Bloch

Pentru reprezentarea geometrica a qubitilor, se considera reprezentarea In coordonate polare a
numerelor complexe. Din principiul de masurare din mecanica cuantica rezulta ca masurand
doua stari cuantice care diferd numai printr-o faza globala se obtin intotdeauna aceleasi

rezultate. |y) =e'|y), V¢ e R. Starea qubitului devine astfel : |y) = cos%|0>+sin%ei‘/’|1>

cu numerele reale unic determinate » €0, 7] si @ €[0,27).
Exista 0 bijectie intre multimea starilor masurabile ale unui qubit si multimea punctelor de pe

sfera unitate In spatiul clasic Euclidian. Fiecdrei stari |1//> = COS%| O> +sin %ei‘”|1> i este

asociat un punct avand coordonatele sferice P(¢,7). Vectorul care uneste centrul sferei cu P
se numeste vector Bloch si are coordonatele (px, Py P; ) = (COS @sin y,sin gsin y, cos )/).

3.4.2. Qubiti in stare mixta — bila Bloch

Pentru a reprezenta sistemele cuantice a caror stare nu este complet cunoscuta la un moment
dat, se foloseste operatorul densitate. Presupunand ca un sistem cuantic este intr-una din

starile |‘//i> cu probabilitatea p;, operatorul densitate al sistemului se defineste prin ecuatia:
p=Y pilwi)wil, 0<p;j<lsi ) p;=1.
i i

Operatorul densitate este operator Hermit. Operatorul densitate pentru o stare pura |l//> se

defineste: p = |1//><1,//| . Urma operatorului densitate compus cu el Tnsusi satisface relatia:

tr(p2 )S 1, cu egalitate daca si numai daca operatorul densitate p reprezinta o stare pura.
Daci se considera ca sistemul cuantic este format dintr-un qubit, operatorul densitate al
sistemului apartine spatiului vectorial al operatorilor generati de operatorii Pauli. Deci:
p=al; +boy +coy +do,,cu a, b, csid numere complexe. Operatorul densitate se

poate scrie asadar in functie de operatorii Pauli astfel, unde r = (rx ,r rz) este un vector real

y)

tridimensional: p :%(I 2+ Oy +1y0y +1,0, ):%(I ) +F-E). Considerand baza

computationald, matricea asociata operatorului densitate trebuie s aiba valori proprii
2 2 2
1+ \/ e +r," +r, 2 2

4 20=r"+ry
2

pozitive: 4, , =

+rz2 sla”r”sl
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Figura 8. Bila Bloch

Tn concluzie, orice operator densitate pentru sisteme formate dintr-un qubit este unic
identificat prin vectorul real r = (rx, ry, Tz ) aflat in bila de raza 1, cu centrul in origine,

situatd in spatiul real tridimensional. Daca punctul reprezentand starea p este chiar pe sfera

unitate, adica daca HFH =1, atunci acest operator densitate reprezinta o stare pura.

3.5. Operatorii de rotatie

Considerand proprietatea matricelor Pauli o = I,, se pot defini urmtorii operatori in
spatiul bidimensional complex, care se dovedesc a fi chiar rotatii in spatiul tridimensional, in

, —16 0 .0 —
jurul axelor de coordonate: Ry () = exp( 20" j = cosz P —|smEak,Vk =03
Considerandu-se un vector real unitar n = (nx Ny, N, ) se poate defini operatorul de rotatie

generalizat: R,(6)=exp (— [ gﬁ : g‘j = Cosg I, —isin gﬁ .o avand urmatoarea interpretare

geometricd. Daca se considera un qubit in starea |l//0> = 0057_20| O> +sin 7/—20ei(/’0 |l> , asupra

caruia actioneaza operatorul R, (9) , astfel Tncat l//1> =R, (6?] l//0> = C0S %| O> +sin % e'” |1> :
si dacd Py si Py sunt punctele de pe sfera Bloch corespunzatoare starilor |yq) respectiv |y)

, atunci P; este obtinut prin rotatia lui Py, cu unghiul @ n jurul axei n.

3.6. Descompunerea operatorilor unitari pe un qubit

Deoarece setul de operatori Pauli 1,, X,Y,Z formeaza o baza ortonormata in spatiul
operatorilor liniari peste spatiul complex bidimensional, orice operator liniar unitar pe un
qubit U se poate descompune in: U =al, +bX +cY +dZ cu a,b,c,d numere complexe

unic determinate, sau ca: U =e' R_(6), unde vectorul unitate n = (nx,ny,nz) si 0<[0,7].
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3.6.1. Descompunerea Z-Y a operatorilor unitari pe un qubit

Daca U este un operator liniar peste un spatiu bidimensional complex, atunci orice matrice a

a b * *
sa asociata de forma U = { } Ut = l:a ;*} se poate descompune ca:
C

d 3k
{Fata
- dacd |b|=0v|c|=0=]a=|d|=1,atunci U =e 2 R,(-,)R,(0)R,(ay)
[Cp T+

- dacd [a| =0v|d|=0=|p|=|c|=1,atunci U =e 2 R,(-a, +a; —7)R(7)R,(0)

- daca |al|o|c|d| = 0, atunci U —e( ) R,(~a, +a, )R, (2arccos|a)R, (- o, + ;)

3.6.2. Descompunerea X-Y a operatorilor unitari pe un qubit
Considerand din nou U ca fiind un operator liniar unitar peste un spatiu bidimensional
complex, se poate descompuner in rotatii X-Y: U =e'* R, (B)R, (¥)R,(5), unde unghiurile de

rotatie se calculeaza din:

a bl cosLoos22 _isinZsin2=2 _sinZoosB=2 —icosLsin B2

{ } w2 2 27 2" 27" g

c d S|n7/cos’8_ icosZsinM cosZcosﬂ+5+|sm smﬂ_
2 2 2 2 2 2

4. Circuite cuantice controlate

Folosind descompunerea operatorilor unitari pe un qubit in produs de rotatii se poate
demonstra un rezultat important in constructia operatorilor unitari pe mai multi qubiti.
Corolar: Se presupune ca U este un operator unitar pe un qubit. Atunci exista operatorii
unitari 4, B, C pe un singur qubit astfel incat ABC = I, si U = e'*AXBXC unde a este un
factor generic de faza.

4.1. Operatorul U-Controlat de un qubit

4.1.1. Definitie si notatii

Se considera un operator unitar pe un singur qubit U. Un operator U — Controlat este prin
definitie un operator pe doi qubiti — un qubit de control si un qubit de date [34]:

- qubitul de control raimane mereu neschimbat,

- daca qubitul de control este setat atunci operatorul U actioneaza asupra qubitul de date,
- daca qubitul de control este resetat atunci qubitul de date ramane neschimbat.

U—-Controlat c
le)|d) ———— |c)U°|d)
4.1.2. Implementarea operatorului U-Controlat de un qubit

Folosind descompunerea U = e**AXBXC, se demonstreazi faptul ca:

Teorema: Circuitul U — Controlat poate fi implementat folosind numai porti care actioneaza
pe un singur qubit si poarta CNOT.

Demonstratie: Circuitul este urmatorul, unde actiunea operatorului de schimbare de faza este

s s .
definita prin: [0) — S|0) = [0), |1) — S|1) = e'*|1)
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4.2. Operatorul U-Controlat pe mai multi qubiti

Un exemplu particular de poarta controlata pe mai multi qubiti este poarta Toffoli [7].
Considerand starea computationald de baza, in cazul general, presupunand un operator pe

n + k qubiti in care operatorul U actioneaza pe k qubiti, operatorul U controlat de n qubiti se
defineste ca: CH(U)|cicy .. cp)ldidy .o di) & |ciCy o cr)UCL2nd d, ... dy),

4.3. Operatorul U-Controlat de doi qubiti

4.3.1. Implementare folosind porti controlate de 1 qubit

Teoremd: CZ(U) poate fi descompus Tn produs de operatori C1(V), unde V2 = U.
Pentru poarta Toffoli: U = X siV = % (I, + iX), deci porti pe un qubit impreuna cu porti pe

doi qubiti sunt suficiente pentru a implementa poarta reversibila Toffoli. In calculul clasic,
aceasta observatie nu este aplicabila.

|C1)

JR)
\V
JR)
WV

|C‘2>

\d) U — v vt v

4.3.2. Implementare folosind numai CNOT si porti simple pe un qubit

Teoremd: Orice operator C?(U) poate fi implementat folosind cel mult 8 porti pe un singur
qubit si 6 portt CNOT.

Demonstratie: Folosind descompunerea V = e'*AXBXC = VT = e~**CTXBTXAT, conform
celor doud teoreme de mai sus, se poate construi circuitul de mai jos.

Ny
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4.4. Implementarea cuantica a portilor clasice universale reversibile
4.4.1. Implementarea portii Toffoli

Poarta Toffoli poate fi implementatd folosind numai urmatoarele tipuri de porti: Hadamard,
faza, CNOT si T. Circuitul care implementeaza poarta Toffoli este urmatorul:

| C]) T —1 C])
1cs) r —Pp— 1t D S —lc)
dy H —HP— Tt P T —p— Tt D T H | deD c1¢)

4.4.2. Implementarea portii Fredkin folosind Toffoli

Poarta Fredkin (sau poarta de inversare controlatd), avand o semnificatie aparte in teoria
calculului reversibil, se defineste ca fiind o poarta pe trei biti, doi biti de date si un bit de
control, care satisfac urmatoarele conditii: bitul de control rdimane mereu neschimbat si bitii
de date sunt interschimbati daca si numai daca bitul de control este setat. Poarta Fredkin este:
- reversibila: aplicand de doua ori in serie poarta Fredkin se obtin bitii in starea originala.

- conservativa: numarul de biti setati se conserva la trecerea prin poarta.

Din definitia de mai sus se obtine descrierea algebrica a portii Fredkin, unde a, b, ¢ sunt

Fredki
numere binare pe 1 bit: |abc) e la @ ca @ cb)|b B ca & cb)|c)
Poarta Fredkin se poate implementa folosind 6 porti pe doi qubiti, unde V = % (I, + iX):

la) 4 vt 14 |aéD ca cb)

1b) ) | P calP cb)

A\
A\
N
%
N
%
A\

10) o)

5. Implementarea operatorilor controlati

5.1. Implementarea liniara a operatorilor controlati

Un circuit foarte simplu care realizeaza implementarea operatorilor controlati C;}(U) n cazul
general este prezentat mai jos. Circuitul este impdrtit din punct de vedere logic din trei etape
si foloseste n — 1 qubiti de lucru, setati toti initial in starea computationald de baza |0).

- 17 -



Ic7)

1c2)

Ic3)

1C4)

1C5)

1)

117)
112)
113)
114)

D
N
AR
%

AR
N
A
N

AR
N
A
N

AR
N
A
N

|]n-2>
115.1)

AR
N
AR
N

\dy)
1d2)

I k)

Considerand qubitii de control in starea computationala de baza |c, c; ... ¢;,), circuitul
implementeaza reversibil in prima etapa operatia de produs logic intre toti bitii de control:

€1 Cp " ...t Cy. Sunt folosite in acest scop n — 1 porti Toffoli si cei n — 1 qubiti de lucru. In a
doua etapa, circuitul implementeaza operatia cautatd C;' (U) folosind o simpla poarta
conditionatd de un singur qubit C}(U). Tn cea de-a treia si ultima etapa, circuitul
implementeaza operatia inversa corespunzatoare operatiei din prima etapa pentru a reseta toti
qubitii de lucru la starea lor computationala de baza initiala |0).

5.2. Implementarea exponentiala a operatorilor controlati

5.2.1. Implementarea operatorilor controlati de 3 qubiti

Implementarea operatorilor Cj* (U) poate fi realizata folosind numai operatori C (V), fird a
folosi nici un qubit de lucru. Metoda prezentata mai sus pentru implementarea operatorului
conditionat de 2 qubiti CZ(U) poate fi generalizata. In mod analog, pentru implementarea
C3 (U) se determina operatorul V astfel incat V* = U. Secventa ce operatii efectuate asupra
celui de-al patrulea qubit este:

- (100) %4 daca si numai daca c; = 1

- (110) vt dacd si numaidacic; @ c, =1

- (010) |4 dacd si numai daciac, = 1

- (011) VT dacdsinumaidacic, ®c; =1

- (111) %4 dacd sinumaidacic; @c, Py =1

- (101) vt dacd si numaidacic; @ c3 =1

- (001) |4 dacd si numai dacd c3; = 1
Pentru fiecare operatie de mai sus, sirul de biti din stdnga indica asupra caror qubiti se aplica
conditia de setare (= 1). Paritatea fiecarui sir de bit indica tipul operatorului aplicat: pentru
siruri cu numar impar de biti setati se aplica V, in timp ce pentru sirurile cu numar par de biti
se aplica V. Prin compararea acestei secvente de operatii cu termenii din ecuatia:

i@t -t @a@ez—c Dozt =4-(cp Ay Acs)
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se poate verifica faptul ca secventa de operatii de mai sus este echivalenta cu aplicarea
operatorului V* asupra celui de al patrulea qubit daci si numai daci ¢; A ¢, A c3 = 1, adici
exact definitia operatorului conditionat: C3(U).

Circuitul care implementeaza secventa de operatii de mai sus este urmatorul. Pentru o
implementare eficienta, sirurile de biti de mai sus trebuie sa formeze o secventa de cod Gray.

N
I
N
IV

JAA\
G
JahY
YV
N
UV
A\
G

|4 vt 4 vt 4 vt V

5.2.2. Implementarea operatorilor controlati. Generalizare

Analog cu constructia circuitului de mai sus, se poate ajunge prin inductie la urmatoarea
generalizare:

Teorema: Pentru orice n > 2, si orice operator unitar U pe k qubiti, poarta conditionata
Cr(U) poate fi implementata de un circuit pe n + k qubiti care este format din 2™ — 1 porti
CL(V)si CL(VT), 1a care se adauga 2" — 2 porti CNOT, unde V2"~" = U este un operator
unltar C1rcu1tu1 este obtinut pr1n transpunerea urmatoarei ecuatii:

Z ci — Z (c;, Bci,) + Z (c;,®Bc, D)= e + (D" Mo, B, B ... Dcy)
i1=1 i1<iy i1<iy<iz

=2"1. (¢ Ay A Acy)
Se observa ca, desi aceasta variantd de implementare a operatorilor conditionati generali are
avantajul ca nu necesita nici un fel de qubiti de lucru, numarul de porti necesare creste
exponential cu numarul de qubiti de control. In contrast, in varianta care necesita qubiti de
lucru, numarul de porti necesare creste numai liniar cu numarul qubitilor de control.
Avem de a face asadar si In acest caz cu bine cunoscutul compromis intre viteza de procesare
(i.e. numarul de porti conectate in cascada) si marimea memoriei de lucru necesare (i.e.
numarul qubitilor de lucru).

5.3. Implementarea patratica a operatorilor controlati

5.3.1. Implementarea portii CNOT generalizata folosind porti Toffoli

Ca o solutie de compromis intre numarul exponential al portilor necesare pentru simularea
fara qubiti de lucru si numarul liniar al portilor necesare pentru simularea cu qubiti de lucru,
este prezentat un circuit care implementeaza operatorul conditionat Cy} (U) folosind un singur
qubit de control.

Lema: Pentru n > 3, operatorul C™(X) poate fi implementat folosind 2n — 3 porti Toffoli si
n — 2 qubiti de lucru care nu trebuie setati la o valoare initiald anume. Addugand inca 2n — 5
porti Toffoli, circuitul pastreaza valoarea inifiald a qubitilor de lucru.

Demonstratie: prin inductie dupa n. Circuitul in cazul general este urmétorul:
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lcz)

Icz)

I¢3)

|Cn-1)

1Ca)

177)

)
N

112)

N

N
N

)
N
N
N

11y-3)

(N
N

N

1n-2) C
1d) N

N

(N
N

U

U

Lema: Pentru oricen = 3 si 1 < m < n — 1 operatorul C™(X) poate fi implementat folosind
un circuit format din doua porti C"™(X), doud porti C™*~™*1(X) si un singur qubit de lucru.

Icz)
lcz)

Ic3)

1 Cm-1)
| Cm)

1 Cm+1)

1Cn-2)
1Cn)
17)

1d)

N

N

Corolar: Pentru orice n = 5, operatorul C™(X) poate fi implementat folosind un circuit
format din 8n — 24 porti Toffoli si un singur qubit de lucru. Deci, complexitatea temporala

este liniard iar complexitatea spatiald este constanta.

5.3.2. Implementarea operatorilor controlati, fara qubiti de lucru

Lema: Pentru orice operator U, operatorul conditionat C;' (U) poate fi implementat de

circuitul de mai jos, unde V2 = U.

Teorema: Orice operator C"*(U) poate fi implementat folosind O (n?) porti elementare: porti
care actioneaza pe un singur qubit impreund cu porti Toffoli si CNOT.
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|C2)

|Cn-1)

1Ca)

/AR
D
/AR
D

Id;) —
ldz) ; - —

1) . —

6. Porti cuantice universale

6.1. Porti controlate prin valoarea 0

In circuitele prezentate anterior, portile controlate sunt activate cand qubitii de control sunt
setati la | 1), si sunt dezactivate cand cel putin un qubit de control este resetat la |0).
Bineinteles ca nu e nimic special cu valoarea 1 in comparatie cu valoarea 0. Se pot construi
porti cuantice controlate care sunt activate de qubiti de control resetati la |0) [44]. Orice
poartd pe un numar oarecare de qubiti poate fi controlatd de o combinatie de qubiti de control
in asa fel incat poarta respectiva este activata daca si numai daca unii qubiti de control sunt
setati la | 1) iar restul sunt resetati la |0). Acest tip de circuit poate fi implementat folosind
porti X si o poarta U-controlatd numai de qubiti setati la |1). Portile X pe un qubit actioneaza
asupra qubitilor de control care activeaza poarta U prin valoarea |0).

U—controlat _
lcicaca)t ity o ty) lcicac3)|tity ..ty D cicpC3)

6.2. Multimi continue de porti cuantice universale

In calculul clasic, orice operatie poate fi implementata folosind numai porti din multimea
{AND,NOT,FANOUT}. Alte asemenea de multimi universale pentru calculul clasic sunt
multimea {Tof foli} si multimea {Fredkin}Error! Reference source not found.. Asta
inseamna ca, asa cum s-a aratat anterior, deoarece operatorul Toffoli poate fi implementat
folosind un set limitat de porti cuantice, rezulta cd mulfimea tuturor circuitelor clasice
formeaza o submultfime in multimea tuturor circuitelor cuantice. Se ajunge la exact aceeasi
concluzie folosind operatorul Fredkin.

O multime de porti cuantice se defineste ca fiind exact universala pentru calculul cuantic
daca si numai dacd orice operator unitar, actionand asupra unui numar oarecare finit de
qubiti, poate fi implementat exact de un circuit cuantic compus numai din tipurile de porti
respective. Pentru acest tip de universalitate s-au descoperit numai multimi infinite de porti.
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6.2.1. Matrice de nivel 2

Se considera o matrice unitara patratica U, de dimensiune d X d, care actioneaza asupra unui
spatiu Hilbert d-dimensional. Prin definitie, o matrice U de ordin d care actioneaza asupra
unui vector v cu d componente, se numeste matrice de nivel 2 daca si numai daca ea
modificd numai doud dintre componentele vectorului respectiv, lasand toate celelalte
componente neschimbate.

6.2.2. Descompunerea in matrice de nivel 2

Teorema: Orice matrice unitara U de ordin d se poate descompune in produs finit de matrice
unitare, fiecare de dimensiune d X d si de nivel 2.

Numarul total de matrice unitare de ordin d si nivel 2 necesare pentru descompunerea unei

. . . dd-1 .
matrice unitare de ordin d este astfel cel mult: nry; < % Ca urmare, deoarece matricea

reprezentand un operator corespunzator unui circuit cuantic pe n qubiti are ordinul d = 2",
aceastd matrice va fi descompusa Intr-un numar exponential de matrice unitare de nivel 2:
2"~1(2™ — 1). Pentru unele matrice speciale totusi se pot construi descompuneri mult mai
eficiente. Este de asemenea important de constatat ca existd matrice unitare U de ordin d care
nu pot fi descompuse intr-un produs de matrice unitare de nivel 2 contindnd un numar de
termeni mai mic decat d — 1. Deci, desi existd matrice corespunzatoare unor circuite a caror
implementare poate fi eficientizata la un numar polinomial de termeni, exista de asemenea si
matrice a caror descompunere nu poate fi mai eficientda decat exponentialul numarului de
qubiti din circuit.

6.2.3. Implementarea matricelor unitare de nivel 2

Presupunand U este o matrice unitara de ordin d = 2™ si de nivel 2. Se doreste
implementarea acestei matrice folosind un circuit cuantic pe n qubiti. Considerand starile
b'), cui € {1, ...,d}, un vector oarecare se descompune in: |v) =
?zl(bi |v)|bi). Asadar, daca matricea U;; actioneaza numai asupra componentelor i §i j, €a
va avea efect numai asupra vectorilor care fac parte din sub-spatiul vectorial generat de
vectorii din starea computationala de baza |bi) = |b{'b§' ..bL)si |bj) = |b{b£ b,]q').

Etapele necesare construirii circuitului cautat sunt:
Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

computationale de baza

b)) = |g}) ———— |g™ ) ——— Uyjlg™ ™) ———— Uy;|bY)
Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4
lg%) — lg*) —— lg*) p l9%)
tapa tapa tapa 4
1g°) lg%) l9%) 1g°)
_ Etapa 2 _ Eta-pa 3 _ Etapa 4 _
g ) —— g ) —— g™ ) ——— g™ ")
. Etapa 2 . Etapa 3 . Etapa 4 .
|b7) = 1g™) |b7) Uyj|b7) ———— Uy;|b7)

6.2.4. Calculul complexitatii

Numarul maxim de porti necesare implementarii matricei de ordin 2™ si nivel 2 este
cost(U;;) = (n — 1)cost(C™1(X)) + cost (C"‘I(UU)) + (n— Dcost(C" (X))

Tn continuare, deoarece un operator general U pe n qubiti poate fi descompus in produs de

matrice de nivel 2, produsul respectiv avand cel mult 2*~1(2" — 1) termeni, rezulti ci U
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poate fi implementat folosind numai porti care actioneaza pe un qubit si porti CNOT,
numarul total de porti necesare fiind: cost(U) = 2""1(2" — 1)0(n®) = 0(n34")
Bineinteles ca aceasta constructie nu este dintre cele mai eficiente, deoarece necesita un
numar exponential de porti. De aceea, pentru gasirea unor algoritmi cuantici eficienti este
necesar a se urma o altfel de constructie.

6.3. Multimi universale discrete de porti cuantice

Inainte ca modelul de calcul cuantic si poata fi aplicat in practica, cateva probleme au trebuit
interferente externe nedorite (i.e. zgomot) a proceselor fizice care au loc la nivel cuantic. De
aceea, este necesar a se demonstra ca operatorii unitari (care sunt folositi in modelarea
operatiilor de calcul cuantice) pot avea implementari care sunt bazate numai pe porti cuantice
robuste, rezistente la zgomot extern. Exista deja citeva rezultate bine cunoscute 1n aceasta
directie, a universalitatii portilor cuantice de baza, care se bazeaza in principal pe folosirea
unei porti ne-elementare, i.e. o poarta care implementeaza o rotatie pe un qubit cu un unghi
care este un multiplu irational al lui 2zn. Totusi, o implementare directa, rezistenta la zgomot a
unei asemenea porti nu este posibild in realitate; de aceea, aceste porti nu pot fi integrate cu
usurinta in medii susceptibile la zgomot extern.

Exista modalitati de codificare a informatiei cuantice care pot fi folosite pentru a demonstra
ca o submultime restransa de porti cuantice elementare: Hadamard, schimbare de faza, CNOT
— numita grupul normalizator — poate fi implementata intr-o maniera robusta, toleranta la
defecte. Dar aceasta submultime nu este suficientd pentru universalitate pentru ca nu poate
genera intreaga multime de operatori unitari. Acest fapt a condus la sugestia de a adauga o
noud poartd elementara la grupul normalizator: Toffoli, o poarta care poate fi si ea
implementata intr-o maniera toleranta la defecte.

6.3.1. Circuit de baza pentru rotatii ne-elementare

Circuitul cuantic de mai jos implementeaza operatorul de rotatie de baza, in jurul axei z,
R,(8), cu un unghi specific: 6, unde cos & = 3/5. Acest unghi & a fost ales in asa fel incat
sa fie un multiplu irational a lui 2.

10y H H M,

M
0yH H H ﬁ% 3
@

P D
|4 o S O s

RA(cos1(3/5))| )
)

Starea circuitului de dinaintea operatiilor de masurare devine atunci:

ﬁ@e%loomz(@) + %“01) IO =S

6.3.2. Circuit pentru rotatii elementare, cu probabilitate unitara

Circuitul cuantic de mai sus implementeaza operatorul de rotatie R, (6) asupra qubitului tinta,
daca rezultatele masuratorilor efectuate asupra qubitilor de control sunt amandoua 0. Altfel,
daca cel putin o operatie de masurare intoarce rezultatul 1, qubitul tintd rimane neschimbat,
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Tn starea initial. Probabilitatile acestor patru rezultate diferite, date de cei doi qubiti de

2 12
. . V1o 2 5 1- 1
control, pot fi calculate ca fiind: Py = |T e's| = 5 Pyy =P =Py = |Tl =3

Asa cum cele doud ecuatii de mai sus aratd, probabilitatea ca circuitul cuantic de mai sus sa
implementeze intr-adevar operatorul de rotatie dorit este mult mai mare decat probabilitatea
ca circuitul sd implementeze o ,,no-op”. Totusi, este posibil ca aceasta distributie de
probabilitate sa fie Tmbunatatitd mai departe, In asa fel incat probabilitatea cazului favorabil
sa tinda asimptotic catre valoarea de certitudine 1. Aceasta poate fi realizat prin aplicarea
succesiva a aceluiasi circuit cuantic, pana cand operatorul de rotatie este intr-adevar aplicat.

M=00 M#00 M=00
|0y — JJ |0) — J 10—
00— ¢ 00— ¢ 10— ¢
) — -—-

RA{cos'(3/5))| )

Circuitul de mai sus implementeaza operatorul de rotatie elementard, cu o probabilitate care
tinde asimptotic catre 1. Acest proces ruleaza astfel: daca, la pasul curent, rezultatul a cel
putin unei masuratori asupra unui qubit de control este 1, atunci aplica circuitul din nou
folosind doi qubiti de control noi resetati la starea computationala de baza |0) si acelasi qubit
tinta ca cel rezultat prin aplicarea circuitului. Altfel, daca la orice pas intermediar n
rezultatele celor doud masuratori asupra qubitilor de control sunt amandoua 0, atunci qubitul
tinta a fost transformat cu R.(6), si procesul se opreste. Probabilitatea ca procesul sa se

k
opreasci la pasul n este asadar: P(n) = Pyo[XRa(Po1 + Pio + P11)*] = EZ;};% (Z) ,

limy, oo (P(0) =25 =1
8

6.3.3. Aproximarea operatorilor unitari

Deoarece multimea operatorilor unitari este continua, o multime discreta de porti nu este
suficientd pentru a implementa orice operator unitar arbitrar. In schimb, o multime discreta
poate fi folositda numai pentru a aproxima orice operator unitar arbitrar. Daca U si V sunt doi
operatori unitari pe acelasi spatiu al starilor, U fiind operatorul dorit a se implementa, V este
operatorul implementat de fapt, eroarea de aproximare a lui U prin V este: E(U,V) =
maxiy,||(U — V)|)||. Aceastd definire garanteazi cd daca eroarea de aproximare respectiva
este micd, atunci orice operatie de masurare efectuata asupra starii modificate de operatorul
implementat de fapt V, folosind orice stare initiala si orice operator de masurare, da o
distributie de probabilitate similara ca si cand aceeasi operatie de masurare ar fi fost efectuata
asupra starii transformate de operatorul dorit a se implementa U. In plus, daca o succesiune
de porti cuantice este folositd pentru a aproxima o alta succesiune de porti cuantice, erorile se
acumuleaza intr-un mod cel mult liniar: E(U,Upy—1 .. Uy, VinVin—q .. V1) < X2 E(UL V).

6.3.4. Aproximarea operatorului de rotatie

Considerand cele doua relatii anterioare, daca operatorii in cauza sunt operatori de rotatie,
eroarea poate fi exprimata in termenii unghiurilor de rotatie. In ecuatiile de mai jos, axa z

poate fi inlocuita cu orice axa de rotatie arbitrara: E (RZ (a),R,(a + B)) =2 (1 — cos g)
Aceasta relatie poate fi generalizata la aproximatii prin rotatii succesive identice:

E(R,(a),R,(0)™) = 2 <1 — cos ((n9)m02dzn) — a)
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Principiul ,,pigeonhole” implica faptul ca daca 8 este un multiplu irational al lui 27, atunci,
pentru orice «a si orice acuratete doritda § > 0 este posibil a se gasi n, astfel incat
((nB)modZn) — a < 6. Dar, deoarece ((nH)modZn) tinde sa se apropie de a, in acelasi
. ((n®)modzr)-a
timp cos——
tinde sa se apropie de 0. Tn concluzie, pentru orice a si orice acuratete doritd € > 0, existd un
numar natural n,, care depinde de « si de acuratetea dorita: E (R,(a), R,(8)"«¢) < g

Mai departe, poate fi demonstrat cd multimea discretd de porti cuantice alcatuita din grupul
normalizator, la care se adaugd poarta Toffoli este universald pentru calculul cuantic; mai
precis, o operatie arbitrara unitard pe d qubiti poate fi aproximata cu o acuratete arbitrar de
mare folosind un circuit compus numai din aceste porti cuantice. Circuitul obtinut va trebui in
cele mai multe cazuri sa fie aplicat de mai multe ori, numarul aplicarilor fiind direct
proportional cu acuratetea de aproximare dorita. Mai Tntéi, deoarece operatorii Pauli satisfac
HZH = X, orice operator unitar pe un singur qubit poate fi descompus intr-un produs de
rotatii in jurul axei si operatori Hadamard:

U =R, ()R, (B)R,(v) = R,(a)HR,(B)HR,(y)
Apoi, din ultimele doua ecuatii, rezulta ca circuitul de mai sus, la care se adauga doud sau
mai multe porti Hadamard, poate fi folosit in a aproxima cu succes orice operator unitar pe un
singur qubit: E(U,R,(6)"*HR,(6)"FHR,(6)™) < 3§ + 2E(H,H) =€
Mai mult, deoarece orice operator unitar pe un numar arbitrar de qubiti d poate fi descompus
intr-un produs de operatori unitari de nivel doi pe d qubiti, si deoarece acesti operatori unitari
de nivel doi pe d qubiti pot la randul lor sa fie implementati exact (i.e. nici un fel de
aproximatie necesara) folosind numai porti pe un singur qubit si porti CNOT, rezulta ca orice
operator unitar pe un numar arbitrar de qubiti d poate fi implementat cu aproximatie, cu o
acuratete arbitrara €, folosind numai porti Hadamard, schimbare de faza, CNOT si Toffoli,
adicd numai porti din baza Shor.
Considerente de performanta
Demonstratia directd prezentata anterior pentru universalitatea bazei Shor ridica anumite
intrebari in legdtura cu eficienta modelelor bazate pe circuite cuantice si cu cantitatea de
resurse de calcul necesare pentru aproximarea operatiilor unitare. Din pacate, nu este posibil
a se aproxima operatori unitari generici pe d qubiti folosind un circuit a carui marime (adica
numar de porti continute) este polinomiala in d.

tinde catre 1. Si ca urmare, E(R,(a), R,(68)™) in ecuatia de mai sus

7. Transformarea Fourier

Tn modelul de calcul cuantic se pot rezolva unele probleme de calcul pentru care nu s-a gasit
inca nici o solutie eficienta de implementare in modelul de calcul clasic (incluzand modelul
probabilistic). Cel mai cunoscut exemplu 1n acest sens este problema determinarii factorilor
primi ai unui numar natural stocat pe n biti. Pana in prezent, cei mai buni algoritmi clasici au
nevoie de un numar pasi care creste aproape liniar cu valoarea numarului de factorizat, ceea
ce inseamna ci este o creste exponentiald in functie de n. In contrast, exista un algoritm
cuantic poate efectua acelasi calcul folosind numai 0(n? lognloglogn) operatii. Astfel, un
calculator cuantic poate factoriza un numar natural cu un castig de performantd exponentiala
fata de un calculator clasic. Se poate ridica urmatoarea intrebare: ce alt tip (or tipuri) de
probleme pot fi rezolvate de un calculator cuantic cu un castig de performanta exponential
fata de calculatoarele clasice? [3] [4]

Unul din ingredientele cheie care sugereaza un posibil raspuns la aceasta intrebare este
transformarea Fourier cuantica, transformare folosita atat in rezolvarea problemei factorizarii
unui numar natural, cat i a multor altor probleme interesante. Transformarea Fourier
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cuantica este un algoritm cuantic eficient pentru calcularea transformatei Fourier a unei
multimi de amplitudini cuantice. Algoritmul nu aduce nici o imbunatatire in performanta de
calcul a transformatei Fourier pentru multimi de date clasice. Dar acest algoritm permite
estimarea fazei, aproximarea valorilor singulare ale unui operator unitar. Astfel acest algoritm
poate fi folosit in rezolvarea unor altor probleme interesante cum ar fi de exemplu problema
factorizarii unui numar natural si problema gasirii ordinului unui element dintr-un grup finit
(aceste doud probleme fiind de fapt echivalente). Algoritmul de estimare a fazei poate fi de
asemenea combinat cu algoritmul cuantic de cautare intr-o multime nesortata pentru a rezolva
problema numadrarii solutiilor unei probleme de cautare. Transformarea Fourier cuantica
poate fi in plus folosita pentru a rezolva problema subgrupurilor ascunse, o generalizare a
problemelor de estimare a fazei si de gasire a ordinului, care are printre cazurile sale speciale
un algoritm cuantic eficient pentru rezolvarea problemei discrete a logaritmilor, o alta
problema considerata greu tractabild pentru un calculator clasic.

7.1. Transformarea Fourier cuantica

O descoperire foarte importanta in calculul cuantic a fost ca unele dintre aceste transformari
pot fi implementate mult mai eficient folosind un calculator cuantic in comparatie cu un
calculator clasic. Transformarea Fourier cuantica (QFT) este similara ca semnificatie cu
transformarea Fourier discreta clasica (DFT), doar cé notatia si semnificatia datelor este
oarecum diferita. Astfel, transformarea Fourier cuantica [30] este prin definitie un operator
liniar pe un spatiu vectorial de dimensiune N care transforma multimea de N vectori

ortonormati in starea computationala de baza |0), |1), ..., [N — 1) conform relatiei:
N-1
. QFT 1 2mijk
j)——= ) e N k)
k=0

Astfel, orice vector |x) din spatiul respectiv, descompus conform bazei formate de vectorii in
. . < _ . QFT -

stare computationald de baza, poate fi transformat: |x) = Y0 x;1j) —— |y) = Z¥Zg vk |k)

unde multimea de numere complexe y; este DFT-ul multimii x;.

7.2. Implementarea transformarii Fourier cuantice

Folosind aceste formule se poate construi un circuit eficient pentru implementarea

transformarii Fourier cuantice, alcatuit numai din porti Hadamard si din porti conditionate S,
ci(sy -

- transformare de fazi: |j,) ) = |j;)(al0) + b11)) — [y} (l0) + be?™i2™'|1))

Adaugarea portilor de inversare a qubitilor de la capatul circuitului este de fapt optionald
deoarece la citirea rezultatului se pot citi qubitii in ordine inversa.

y — H - S — ——— - S S, —

|j2) Hi— S — |-~ Sz S~

i) - HH S

A - o
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7.3. Calculul complexitatii

CQFTM) =n+ (=1 +-+2+1+[2| =220 4 |2 <2 40

2
Complexitatea algoritmului de calcul al transformatei Fourier cuantice este asadar O (%)

Aceasta reprezintd o imbunatatire exponentiald in performanta, in comparatie cu cel mai bun
algoritm clasic cunoscut — Fast Fourier Transform (FFT) a carui complexitate este
exponentiala: O(n2"). Transformata Fourier este foarte des intalnita intr-0 multime de
aplicatii incluzand domenii ca prelucrarea semnalelor, recunoasterea vorbirii — Tn care primul
pas este de a transforma Fourier sunetul digitizat, si multe altele. Din pacate problema
principala este ca amplitudinile semnalelor nu pot fi accesate direct prin masuratoare intr-un
calculator cuantic. Astfel nu se cunoaste nici o modalitate de a determina amplitudinile
transformate Fourier ale starii originale. Si mai rau, nu exista nici o modalitate generica
eficientd de a pregati starea originala cuanticd pentru a fi transformata Fourier. De aceea,
Fourier cuantice este mult mai subtila decat pare.

Constructia circuitului cuantic care implementeaza transformarea Fourier cuantica nu
necesita porti a caror precizie ar trebui sa creasca exponential in functie de numarul de
qubiti. Totusi acest tip de precizie exponentiald nu este niciodata necesara intr-un circuit
cuantic cu un numar polinomial de porti. De exemplu, daca se considera U este QFT ideala
pe n qubiti si V este transformarea reali care rezultd daci portile controlate C1(S,) din

— Atunci marja

circuitul de mai sus ar fi implementate cu o precizie finitd polinomialda A= o

n2
p(n)
porti este suficientd pentru a garanta o acuratete polinomiala a Intregului circuit.

de eroare este o functie © ( ) Astfel precizie de tip polinomial in implementarea fiecarei

8. Estimarea fazei

Daca se considera un operator unitar U care are un vector singular |u) si valoarea singulara
corespunzitoare e2™?: U|u) = e?™%|u), se doreste estimarea fazei necunoscute ¢, care este
un numar real subunitar. Algoritmul de estimare a fazei, are patru etape principale.

10) H L QFT* ﬁ%:. @

|L1) U/' |ll>

In mod intuitiv, presupunand ci faza ce se doreste calculati este reprezentati in mod exact
. . 1 _ < .
printr-o fractie binard ¢ = 521{:1 ©,2t7%, cu ¢, € {0, 1}. O misuritoare in starea

computationala de baza va intoarce cu exactitate (i.e. probabilitate 1) valoarea lui ¢. n
realitate, daca ¢ este un numadr irational, algoritmul produce o aproximare:

2t-1
1 ) et
—( > el | ) — Iy
22 \ k=0

Unde | @) este o stare care prin masuritoare da o buna estimare a fazei ¢.

Tn cazul ideal studiat anterior, s-a considerat ca faza de calculat ¢ poate fi reprezentati in
mod exact pe un numir de t biti. In cazul general, un numdr real poate fi reprezentat pe un
numadr fix de biti numai cu o anume marja de eroare. Algoritmul de estimare a fazei prezentat
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anterior produce in cazul real o buna aproximatie a valorii reale, cu o probabilitate inalta. Fie
b cea mai buna aproximare maximald intreagd a lui ¢ pe t biti. Deci b este un numar intreg

astfel incat b/2¢ este cea mai buni aproximare a lui ¢:

1 b
0<bhb<2t—-1, ——<—<og
2t = 2t

Si dacd se defineste eroarea de aproximare § = ¢ — b/2¢, ea satisface: 0 < § < it
2

Se demonstreaza ca algoritmul de estimare a fazei pentru cazul real produce un § mic cu
probabilitate mare. Pentru a obtine ¢ aproximat pe n biti cu o probabilitate de succes de cel

putin 1 — ¢, trebuie folosit cel putin un numar de qubiti egal cu: t = n + [log (2 + 2—18)]
Algoritm: Estimarea cuantica a fazei

Intrare:
1. O cutie neagri care implementeazi operatorul controlat C*(U7), cu j numar intreg

2. Unregistrupet =n+ [log (2 + zig)] qubiti initializati la |0)
3. Un registru pregatit in starea |u), unde |u) este o stare singulara a operatorului U,
cu valoarea singulara corespunzitoare e 2™ 9u
Iesire:
1. Numarul intreg pe n biti @,,, care este 0 aproximare pe n biti a lui ¢,
Timp de rulare:
1. 0(t?) operatii unitare si cate o invocare pentru fiecare C*(U’) cutie neagra.
2. Probabilitatea de a obtine rezultatul dorit este cel pugin 1 — €.

Procedura:
1.|0)|u) starea initiala
1 2t-1
2.—— Z |k)|u) crearea superpozitiei
22 k=o
1 2t-1
3.—— Z |k)U*|u) aplicarea cutiilor negre
22 k=0
2t-1
1 , e
4. —— e2mke | |y |u) rezultatul aplicérii cutiilor negre
22 k=0
5. — | @) u) aplicarea transformarii Fourier cuantice
6.— @y masurarea registrului de control

9. Aplicarea algoritmilor cuantici la probleme concrete

9.1. Determinarea ordinului

In limbajul teoriei numerelor naturale, problema se formuleaza astfel: pentru numere intregi
pozitive x si N, unde x < N care nu au factori comuni (sunt co-prime), i.e. cmmdc(x, N) =
1, ordinul lui x modulo N se defineste ca fiind cel mai mic numar intreg pozitiv, r, astfel
incat x” = 1(mod N). Se poate demonstra in teoria numerelor ca r existd intotdeauna si ca

r < N. Problema poate fi enuntata mai general in teoria grupurilor ciclice finite.
Determinarea ordinului este considerata ca fiind o problema dificila de rezolvat pe un
calculator clasic, In sensul ca nu se cunoaste nici un algoritm pentru rezolvarea acestei
probleme care sa foloseasca resurse polinomiale in O (L), unde L este numarul necesar de biti
pentru exprimarea problemei, in acest caz L = [log,(N)]. In linii generale, algoritmul cuantic
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de rezolvare a problemei determinarii ordinului este chiar algoritmul de estimare a fazei,
aplicat urmatorului operatorului U care inlocuieste cutia neagra:
{Uly) = |xy(mod N)) Vy € {0,1}%, 0<y<N-1
Uly) = |y) vy € {0, 1}, N<y<2t-1
Algoritmul de estimare a fazei necesita pe langa specificarea operatorului unitar si
specificarea unei stari singulare a operatorului respectiv. Starile singulare corespunzatoare:

lug) = \/_Z[ |xk(modN))] VseN, 0<s<r-—1

Pentru a putea aplica algorltrnul de estimare cuantica a fazei mai trebuie satisfacute
urmatoarele doua conditii:

1. Gasirea unei proceduri eficiente pentru a implementa C*(U?’), pentru orice ntreg j.
2. Gasirea unei modalitati eficiente de a prepara o stare singulara |uy), cu o valoare
singulara netriviald, or o superpozitie de astfel de stari singulare.

o Co. n .. . .. s
Daci aceste conditii sunt indeplinite, se poate apoi calcula r conform relatiei r = =
N

Probabilitatea de a obtine ordinul r cautat este de cel putin i. Calculul complexitatii de timp

se poate face considerand fiecare etapa a algoritmului. Pentru efectuarea transformarii
Hadamard sunt necesare O (L) porti; QFT necesitd O (L?) porti. Costul cel mai mare al
algoritmului este cel introdus de etapa exponentierii modulare care foloseste O (L?) porti,
pentru a obtine asadar un total de O(L3) porti pentru intregul circuit cuantic. Algoritmul
fractiilor continue adaugi inca O (L*) porti pentru un total de O(L3) porti necesare pentru
obtinerea lui r'. Este necesar a se repeta aceastd procedura de un numar constant de ori.
Algoritm: Algoritm cuantic de determinare a ordinului
Intrare:

(1) O cutie neagra U, y care implementeaza transformarea

|z)|y) — |z)|x?y(mod N)) unde x este co-prim cu N, exprimat pe L biti.

@t=2L+1+ [log (2+ i)] qubiti initializati la |0)
Iesire:

Cel mai mic intreg r > 0 astfel incat x” = 1 (mod N)
Timp de executie:

O (L) operatii. Reuseste cu probabilitate O(1).

Procedura:
1. |0)|1) Starea initiala
2t—1
2. —>—Z 1) 1) Crearea superpozitiei
22 ] =0
zf—1 r—12t-1

Aplicarea operatorului U, y

3. —— Z |])|x1(mod N)) =

T'22 s=0 j=0
Aplicarea QFT inverse asupra
4. _) Jr | o us) registrului de control
5 . .
5 —-— Masurarea registrului de control
r
6. —r Aplicarea algoritmului fractiilor continue
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9.2. Aplicatie: factorizarea numerelor naturale

Problema factorizarii: dandu-se un numar intreg pozitiv N se doreste descompunerea sa ca
produs de factori primi. Aceastd problema a factorizarii se dovedeste a fi de fapt echivalenta
cu problema determinarii ordinului, in sensul ca algoritmul pentru gasirea ordinului poate fi
transformat intr-un algoritm eficient pentru factorizare. Aproape toti pasii algoritmului pot fi
implementati eficient chiar si pe un calculator clasic. Singura exceptie este o subrutina
eficienta care sa determine ordinul unui numar intreg modulo N. Prin repetarea algoritmului
se poate determina in totalitate descompunerea lui N n factori primi.
Algoritm: Reducerea problemei factorizarii la problema determinarii ordinului
Intrare:
Numarul natural de descompus N
Iesire:
Un factor ne-trivial al lui N
Timp de executie:
0((log, N)3). Reuseste cu probabilitate 0 (1).
Procedura:
1. Daca N este par, intoarce factorul 2
2. Pentru fiecare b astfel incat 2 < b < [log,N|
2.1. Dacd N = a?, intoarce a
3. Alege numarul aleator 1 < x < N —1
4. Daca f = cmmdc(x, N) > 1 atunci intoarce f
5. Apeleaza sub-rutina de calcul a ordinului r al lui x, modulo N
6

Daca r este par si xz2 # —1(mod N) atunci calculeaza f; = cmmdc(xz — 1, N) si

f> = cmmdc(xz + 1,N)
7. Daca f; # 1return f;
8. Daca f, # 1return f,
9. Altfel algoritmul esueaza. Intoarce eroare.
Primii doi pasi ai algoritmului intorc un factor sau se asigurd ca N este un numar impar cu cel
putin doi factori. Acesti pasi sunt efectuati folosind O (L?) operatii. Urmitorii doi pasi intorc
un factor sau fntorc un element aleator din Zjy, cu complexitate O (L?). Ultimii trei pasi
determind un factor si reusesc cu 0 probabilitate de cel putin %

Acestea sunt aplicatiile principale cu cea mai mare posibilitate de aplicare, din punct de
vedere practic. Dar prin folosirea transformarii Fourier cuantice se poate ataca 0 gama de
probleme mult mai larga [6]. Problema cea mai generala care cuprinde ca niste cazuri
particulare ale sale toate aplicatiile exponential eficiente ale transformarii Fourier cuantice,
este problema subgrupului ascuns. Aceasta problema poate fi gandita ca fiind o generalizare a
problemei de gasire a perioadei unei functii periodice, in contextul in care structura
domeniului si a codomeniului functiei respective sunt foarte complicate. In limbajul algebric
al teoriei grupurilor, aceasta problema poate fi exprimata in cazul cel mai general astfel [29]:
fie f o functie definitd pe un grup G finit generat, cu valori intr-o multime finita X astfel incat
f este constanta pe orice coset definit de un subgrup necunoscut K, valorile constante
respective fiind diferite. Daca se da o cutie neagra cuantica care sa implementeze
transformarea unitara U|g)|h) = |g)lh @ f(g)), unde g € G, h € X si @ este o operatie
binard in X aleasa corespunzator; sa se gaseasca o mulfime generatoare pentru K.

9.3. Limbaje de programare pentru calculul cuantic

Experimentarea cu algoritmii cuantici cunoscuti si, mai ales, proiectarea unor algoritmi
cuantici noi, sunt domenii a caror progres este mult ingreunat de lipsa unor limbaje de
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programare si a unor platforme de dezvoltare software adecvate. Modelul bazat pe circuite
cuantice prezentat anterior reprezinta un prim pas important in aceasta directie, acest model
cuprinzand n detaliu cele mai importante aspecte ale algoritmilor cuantici. Tn plus, circuitele
cuantice pot fi usor implementate prin hardware specific calcului cuantic, dupa ce sunt reduse
la multimea respectiva de porti cuantice elementare. Dar, pentru a putea dezvolta cu usurinta
programe de calcul cuantic mai complicate, un nivel de abstractie mai inalt este necesar [24].

9.3.1. Programe cuantice

Progrese importante au fost facute in ultima vreme, in abstractizarea componentelor hardware
cuantice prin folosirea unei metode in multe privinte asemanatoare cu metoda care a fost
folositd in calculul clasic acum mai multe decade [38]. Facand abstractie momentan de toate
detaliile complexe specifice diferitelor arhitecturi de calcul si a diferitelor paradigme de
programare, un calculator clasic poate fi redus din punct de vedere conceptual la [54]:
PROGRAM = DATE + INSTRUCTIUNI
Aceasta schema de baza a fost generalizata pentru a cuprinde programarea cuantica [9], prin
adaugarea unor elemente specifice calcului cuantic:
PROGRAM CUANTIC = DATE CUANTICE +
OPERATII CUANTICE +
INSTRUCTIUNI
In relatia conceptuali de mai sus, se presupune ci un calculator cuantic, care ruleazi un
asemenea program cuantic, este compus dintr-un dispozitiv cuantic, capabil sa manipuleze
datele cuantice — reprezentate prin qubiti care pot fi adresati. Acest dispozitiv executd un set
predefinit de operatii cuantice, care pot fi impartite in doua categorii:
- operatii unitare: transforma datele cuantice prin mentinerea proprietatilor lor cuantice
- operatii de masurare: inspecteaza datele cuantice transformandu-le n date clasice
In implementarea practica, multimea predefinita de operatori unitari trebuie:
- sd fie finitd, pentru a putea fi implementata in hardware
- sa fie universald, pentru ca toate programele cuantice sd poata fi create
- fiecare operator sa actioneze asupra unui spatiu Hilbert finit dimensional
Un exemplu de asemenea multime este formata din portile cuantice din baza Shor:
Hadamard, schimbarea de faza, CNOT, Toffoli. Trebuie mentionat faptul ca aceasta multime
predefinitd de operatori nu este neapdrat necesar sd fie minimala din punct de vedere teoretic.
Dar este evident ca din considerente de natura practica sau economicd, aceasta multime va
contine intotdeauna un numar relativ mic de porti cuantice. Aceastd multime predefinita de
operatori unitari poate fi folosita pentru a defini operatori din ce Tn ce mi complicati, in
acelasi fel cum portile cuantice sunt compuse impreund pentru a forma circuite cuantice.
Deoarece toate multimile cunoscute de operatori unitari care sunt finite si universale pot
numai aproxima unii operatii cuantice mai complicate, rezultd ca anumiti operatori nu vor
avea o implementare exactd, ci numai una aproximativa. Masuratorile sunt considerate ca
fiind reprezentate prin operatori de proiectie construiti folosind starile computationale de
baza. Rezultatele masuratorilor sunt exprimate prin biti clasici care pot fi cititi din
dispozitivul cuantic.

9.3.2. Limbaje pentru programarea cuantica

In mod asemanitor cu calculul clasic, primul nivel de abstractie folosit in programarea
cuantica este limbajul de asamblare [40]. Si, din nou ca in cazul clasic, modelul de calcul
cuantic va trebui construit pe baza unei arhitecturi specifice a masinii cuantice respective.
Totusi nu este necesar a se specifica detaliile de implementare hardware ale dispozitivului de
calcul cuantic. In acelasi mod in care limbajul de asamblare clasic (si unele limbaje de nivel
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mai nalt) sunt construite pa baza unor concepte abstracte cum ar fi: stive, memorie heap, etc.,

limbajul de asamblare cuantic trebuie sa aiba in vedere un set de concepte abstracte.

Circuite cuantice

Circuitele cuantice au fost primul model de calcul cuantic introdus. Acest model presupune

existenta urmatoarelor ingrediente folosite in calcul:

- un dispozitiv de intrare care prepara o multime initiala de qubiti, care porneste calculul

- o multime finita de porti cuantice, fiecare actiondnd asupra unui numar finit de qubiti,
conectate secvential si in paralel, formand un graf directionat aciclic — un circuit cuantic

- un dispozitiv de masurare care ofera la iesire o multime de biti clasici care pot fi cititi.
Aceste operatii de masurare pot fi intotdeauna efectuate la iesirea circuitului cuantic,
dupa ce toate portile cuantice au terminat procesarea qubitilor.

Masina Turing cuantica

Acest model, in care se adauga elementele specifice calculului cuantic la modelul standard

clasic al masinii Turing probabiliste este foarte folositor in studiul claselor de complexitate de

calcul, dar este dificil de folosit In constructia programelor cuantice mai mare sau in

dezvoltarea de algoritmi cuantici. Acest model este bazat pe bine cunoscuta arhitectura a

masinii Turing care contine o banda infinitd unidimensionald pe care pot fi inscrise caractere

dintr-o multime finita. Aceasta banda se poate misca spre stanga sau spre dreapta, si se
presupune existenta unui dispozitiv de citire — scriere, care poate actiona numai asupra
caracterului curent. Diferentele principale dintre masina Turing clasica probabilista si masina

Turing cuantica sunt:

- functia de tranzitie pentru masina probabilista intoarce probabilitati (i.e. numere reale ne-
negative subunitare), in timp ce functia de tranzitie pentru masina cuantica intoarce
numere complexe, a caror modul ridicat la patrat reprezinta probabilitati.

- la fiecare pas de executie, masina probabilista alege o anume tranzitie Tn mod aleator, in
timp ce masina cuantica executa toate tranzitiile posibile in paralel.

Modelul cuantic de memorie cu acces aleator (QRAM)

Aceasta este modelul de calul cuantic cel mai potrivit programatorilor obisnuiti deja sa

programeze clasic, deoarece ofera o paradigma de programare apropiata de cea clasica

permitand in acelasi timp atét specificarea relativ usoara a algoritmilor cuantici cat si chiar a

limbajelor de programare cuanticd de nivel mai inalt. Acest model presupune o arhitectura

hardware care este de fapt doar o extensie cuantica a celei clasice. Acest hardware este
compus din punct de vedere conceptual dintr-un un dispozitiv clasic si un dispozitiv cuantic.

Se definesc tipuri de instructiuni cuantice pe care acest model de calcul trebuie sa-| ofere:

- 1initializeaza registrul cuantic de qubiti cu o stare computationald de baza.

- selecteaza o submultime de qubiti din registrul cuantic cu scopul de a-i folosi in procesari
ulterioare, fie transformari unitare sau operatii de masurare

- aplica o transformare unitara asupra registrului cuantic (sau a unei submultimi de qubiti)

- compune doud transformari unitare, adicd executd-le in mod secvential

- aplica produsul tensorial asupra a doua transformari unitare, adica executa-le in paralel

- masoara registrul cuantic (sau o submultime de qubiti) si transfera rezultatul intr-un
registru clasic de biti

De exemplu, urmatorul set de instructiuni construieste o pereche EPR si masoara primul qubit

din pereche, obtinand 0 sau 1, cu probabilitate egala:

ghitq[ 2] = {0, O}, // initializare

let U; = tensor( H, I,); // produs tensorial

let Epr = concat( U; CNOT ); // compunere de operatori
Epr(q); /[ aplicarea operatorilor

bitr[ 1] = measure(q[0]); // masurare
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De asemenea, nu este necesar sa se ofere un set special de instructiuni cuantice pentru
controlul fluxului de executie in dispozitivul cuantic, cum ar fi de exemplu instructiuni de
tipul if-then-else. Acest fapt este sustinut din doua motive:
- orice astfel de instructiuni pentru executie conditionata pot fi implementate in modelul de
calcul cuantic folosind operatori conditionati
- instructiunile de executie conditionata pot fi implementate folosind numai biti clasici
obtinuti ca urmare a efectudrii unor operatii de masurare, de fiecare data cand se impune.
Limbaj de asamblare bazat pe manipularea sirurilor
Acest limbaj de nivel scazut oferd un compromis intre modelul bazat pe masina Turing
cuantica si QRAM. Este usor de folosit in implementarea multor algoritmi reali, si
abstractizeaza resursele hardware interne destul de bine pentru a-| face util in analiza claselor
de complexitate de calcul [23]. In acest model, se defineste o multime finita de caractere C.
Se presupune deasemenea ca existd un numar (posibil infinit) de locatii de memorie, fiecare
din aceste locatii fiind adresabild printr-un sir de caractere peste C si fiecare locatie continand
cel mul un sir de caractere peste C. Initial, toate aceste locatii sunt resetate la siruri vide. Daca
s este un sir de caractere peste C, Se foloseste notatia uzuala din C++: *s pentru a reprezenta
sirul de la adresa s. Asadar sirul *s este si el alcatuit tot din caractere peste C. Fiecare
operator (fie el unitar sau de proiectie) este indexat printr-un sir de caractere peste C. In orice
moment al executarii programului, starea sistemului cuantic este reprezentat prin starea [) In
Hg, ® ... ® Hy, . Un limbaj cuantic de asamblare poate fi asadar definit prin urmatoarele
comenzi: - Instructiuni pentru operatiile clasice:
o InputTo*s
o  OutputFrom *s
o AppendTo x, *s
o DeleteLast *s
o  ConditionalJump x, *s, n
- Comenzi pentru operatiile cuantice:
o Applys, s1,s2,...sk
o Observe s, s1, s2, ... sk, *s’
In acest model, se considera ca un program calculeazi o problema 7 daca, pentru orice sir de
caractere de intrare s, programul proceseaza acest sir si probabilitatea de a obtine sirul de
iesire corect este mai mare decat probabilitatea de a obtine orice alt sir — incorect. Mai mult,
probabilitatea ca programul sd nu se opreasca niciodata trebuie sa fie 0.

9.3.3. Limbaje de programare cuantica de nivel inalt

Modelele de calcul cuantic prezentate anterior reprezinta un prim nivel de abstractie care
poate fi folosit in dezvoltarea de algoritmi cuantici or in simularea lor pe masini de calcul
clasice [42]. Totusi, aceste limbaje au capabilitati oarecum limitate. De exemplu, modelul
QRAM opereaza numai cu siruri de qubiti, in timp ce modelul bazat pe manipularea sirurilor
de caractere opereaza numai cu astfel de siruri. Pentru a defini limbaje de programare
cuantica care opereaza la un nivel mai Tnalt, trebuie avut in vedere:

- alegerea uneia dintre urmatoarele optiuni:

o un limbaj care este bazat pe un limbaj de programare clasica, cel mai probabil unul
existent. Acest limbaj clasic trebuie dezvoltat sa cuprinda cerintele calculului cuantic.

o un limbaj de programare cuantic de sine statator, un limbaj care contine numai
operatii de calcul cuantice. Tntr-un astfel de limbaj de programare, programele trebuie
implementate folosind numai functiuni de programare reversibila. Va fi astfel necesar a se
apela la ,,scratch pad” cuantic pentru a implementa functiile clasice ireversibile.

- alegerea unei paradigme de programare: imperativa, functionala, logica.
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Au fost definite deja mai multe astfel de limbaje de programare de nivel inalt pentru calculul
cuantic. Unele dintre ele folosesc paradigma de programare imperativa, cum este de exemplu
QCL — care este de asemenea un limbaj de sine statator, sau Q — care a fost definit ca o
extensie a lui C++ [37]. Altele folosesc paradigma de programare functionala, cum ar fi de
exemplu QFC — care foloseste numai instructiuni clasice de control al fluxului, sau QML —1n
care atat datele cat si instructiunile de control sunt cuantice. Dar, deja, in limbajele de
programare clasica, paradigmele de programare incep sa se contopeasca impreund. Un foarte
bun exemplu in acest sens este oferit de evolutiile recente din platforma .Net. C# a pornit ca
un limbaj prin definitie imperativ, dar apoi, de la versiunea 3.0 incolo, prin adaugarea
extensiei LINQ, a inceput sa ofere facilitati specifice programarii functionale, ca de exemplu
inchideri functionale, sabloane de meta-programare (i.e. programe care manipuleaza alte
programe), etc. In plus de aceasta, un limbaj de programare functionald de sine statitor a fost
adaugat la platforma Net: F#. In acest fel, prin folosirea interoperabilititii dintre C# si F#
oferite de platforma .Net, paradigmele de programare functionald si imperativa pot fi
contopite in cadrul aceluiasi program, care trebuie Tmpartit in componentele corespunzatoare.
Considerand aceste aspecte, o abordare promitdtoare pentru limbajele de calcul cuantic ar fi
definirea unui nou limbaj, Q#, bazat pe C#. Acest limbaj:
- ar folosi toate capabilitatile curente oferite de C# pentru a efectua operatiile clasice,
facand apel atét la paradigma imperativa cat si la cea functionala
- ar oferi un nivel extra de functionalitati pentru programarea cuantica. Deoarece aceste
functionalitati sunt bazate in principiu pe aplicarea de operatori, calea cea mai
convenabild de urmat este de a folosi un fel de sintaxa de programare functionald
Un alt avantaj oferit de aceasta noud abordare ar fi oferit de felul in care limbajele .Net sunt
compilate. Ele nu sunt compilate direct, ci in douad etape: in prima etapa, programul originar
de compilat este translatat in cod MSIL (Microsoft independent language). Apoi, la pasul al
doilea, care de cele mai multe ori se poate petrece chiar in timpul rularii, prin functionalitatea
oferita de compilatorul JIT (just-in-time), codul MSIL este convertit in cod masina nativ,
executabil. Un limbaj de programare de nivel inalt pentru calculul cuantic bazat pe o extensie
a limbajului C# s-ar potrivi foarte bine din aceasta perspectiva. Aspectele de calcul cuantic
ale programului vor deveni cod de tip MSIL cuantic — spre exemplu, o variantd bazata pe
modelul QRAM. Apoi compilatorul JIT va trebui sa converteasca aceste instructiuni MSIL
cuantice in cod masina specific pentru acel hardware cuantic folosit pe calculatorul respectiv,
in timpul acestui proces de conversie urmand a se opera optimizarile necesare.
Procesul de compilare este reprezentat in mod schematic mai jos, unde:
- QRAM: limbaj cuantic intermediar, de nivel scazut, asemanator cu cel descris anterior

- QASM (Quantum Assembly Language) [50] este o reprezentare bazata pe circuite
cuantice; mai precis, un circuit cuantic optimizat compus numai din porti facand parte
din multimea universala aleasd de porti cuantice elementare.

- QPOL (Quantum Physical Operations Language) este un limbaj de reprezentare la nivel
fizic, folosind parametrii tehnologici specifici.

JIT compiler
\
_
Q# MSIL | Quantum Quantum
program compiler QRAM | optimizer QASM optimizer QPOL
|
|

Dar mai este si un alt avantaj in folosirea platformei .Net pentru definirea unui limbaj de
programare pentru calculul cuantic: disponibilitatea platformelor de calcul distribuit (cloud
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computing), cum este cea definita de Azure pentru C#. Cand se doreste utilizarea
programelor de calcul cuantic pentru a efectua simulari pe calculatoare clasice sau cand se
doreste utilizarea programelor de calcul cuantic pentru a le rula pe dispozitive cuantice, in
ambele astfel de cazuri, masinile de calcul propriu zise necesare ar avea nevoie sa ofere
capabilitati de calcul impresionante, privind viteza si capacitatea de stocare (pentru primul
caz) sau costul de intretinere si operare (pentru cazul al doilea) [53]. De aceea este foarte
probabil ca aceste calculatoare clasice sa fie din categoria super-calculatoarelor sau sa fie
conectate in retele de foarte mare viteza. Este recomandat deci ca aceste calculatoare sa fie
expuse programatorilor din afara, care doresc sa programeze folosind calculul cuantic, prin
perspectiva platformelor de ,,cloud computing”. Folosind arhitectura .Net Azure, compilarea

in cele doua faze ale sale, este reprezentata schematic in figura de mai jos.
4 ™

4 I

JIT compiler

Q# MSIL ~ Quantum Quantum
program |__ compiler QRAM B optimﬁizer QASM | optimizer QPOL
\

Local desktop computer

A /

N Virtual machine running on cloud Y,

Spre exemplu, considerand aceeasi problema ca mai sus de generare a unei perechi EPR, un
astfel de program scris in Q# ar arata foarte similar cu un program clasic C#, care foloseste in
plus extensia LINQ:

gbitq[ 2] = {0, 0}, // initializare
QApply(g=>CNOT(H(Qq[01]),q[1])) / definirea si aplicarea operatorilor unitari
bitrf 1] = QObserve(qg[0]); // aplicarea operatorului de masurare

10. Contributii si concluzii

10.1. Contributiile autorului

In capitolul 2. autorul acestei teze a conceput citeva demonstratii pentru citeva exemple care
dovedesc puterea calculului cuantic si a procesarii cuantice a informatiei, explicand totodata
cum sunt ele conectate cu procesele de natura fizica.

Astfel, autorul a analizat Tn detaliu problema Deutsch-Jozsa, extinsa la functii booleene in
spatii finite n - dimensionale. Pentru rezolvarea acestei probleme, autorul a conceput un
algoritm probabilistic care este analizat din punct de vedere al performantei de executie, in
comparatie cu algoritmul determinist si cu cel bazat pe circuite de calcul. S-a demonstrat
astfel eficienta sporita in cazul utilizarii circuitelor cuantice de calcul.

De asemenea, autorul a conceput si prezentat o demonstratie a faptului ca protocolul de
codificare super-densa este sigur din punct de vedere a securitatii: daca o entitate externa
intercepteazd qubitul care este transmis nu poate deduce nimic in legaturd cu informatia
transmisa.

In capitolul 3. au fost analizate o serie de demonstratii concepute de autorul acestei teze care
justificd reprezentarea grafica a qubitilor prin sfere unitare tridimensionale si permit
modelarea functionarii calculatoarelor cuantice prin rotatii tridimensionale, doar in jurul
axelor de coordonate [20]. Demonstratiile respective sunt bazate pe constructie, si ca urmare,
folosind formulele demonstrate, operatorii cuantici respectivi pot fi simulati in mod direct
printr-un circuit (sau program) de prelucrare grafica. Reprezentarile grafice si modelarea
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bazata pe transformari geometrice constituie o metoda foarte expresiva de simulare a
operatiilor exercitate de catre sistemele de prelucrare a informatiei cuantice.

S-a dovedit asadar ca exista o legatura profunda conceptuala intre rotatiile sferice complexe
si operatiile efectuate asupra unui qubit. Operatiile de calcul cuantic pe un qubit sunt
exprimate prin exponentierea operatorilor Pauli, in timp ce transformarile geometrice
corespunzatoare sunt rotatii pe sfera Bloch, in jurul axelor de coordonate.

Datorita acestei legaturi Intre prelucrarea grafica si calculul bazat pe evolutia qubitilor, este
posibil chiar ca domeniul procesarilor grafice si al aplicatiilor multimedia sa aiba de
beneficiat din dezvoltarea unor algoritmi de calcul cuantic cu aplicatie directa in respectivul
domeniu.

In capitolele 4. si 5. sunt prezentate cateva circuite cuantice concepute de autorul acestei teze:

- un circuit care oferda o implementare minimala a operatorului generic controlat de doi
qubiti, implementare care foloseste numai porti pe un qubit si porti CNOT.

- un circuit care implementeaza poarta Fredkin folosind numai o poarta Toffoli si doud
porti CNOT.

- un circuit care implementeaza poarta Fredkin folosind numai 6 porti pe doi qubiti [19].

- un circuit care implementeaza poarta Toffoli generalizata, fara a folosi qubiti de lucru.
Acest circuit are o complexitate polinomiald de gradul 2.

- un circuit care implementeaza un operator generic controlat pe un numar oarecare de
qubiti, fara a folosi qubiti de lucru. Si acest circuit are tot o complexitate polinomiala de
gradul 2.

In capitolul 6. este prezentati o analiza riguroasa a universalitatii portilor cuantice. Autorul

analizeaza universalitatea exactd bazata pe multimi infinite de porti cuantice pe un qubit, si

descompunerea circuitelor complexe in circuite elementare. Acest capitol cuprinde si analiza

si calculul complexitatii, concepute de autor [21].

In continuarea capitolului, este prezentati o demonstratie conceputi de autor a universalitatii

aproximative, cu eroare care devine asimptotic neglijabila, bazata pe o multime discreta de

porti cuantice: Hadamard, schimbare de faza, CNOT si Toffoli. Aceasta multime de porti
cuantice elementare (numita baza Shor) este necesara pentru aproximarea operatorilor unitari
generali, pe un numdr oarecare de qubiti. Deoarece demonstratia este bazata pe constructie,
ea include si cateva circuite necesare pentru implementarea unor operatori unitari pe un qubit.

In ultimele trei capitole sunt analizati cativa algoritmi cunoscuti, dintr-o perspectiva nous,

care demonstreaza eficienta crescutd a calculatoarelor cuantice, in ceea ce priveste

complexitatea temporald in comparatie cu algoritmii corespondenti din calculul clasic:

- transformarea Fourier cuantica

- estimarea fazei

- determinarea ordinului

- factorizarea numerelor naturale

In ultimul capitol, autorul analizeazi limbajele curente de programare cuantici, atat limbaje

de baza cat si limbaje de nivel inalt. Autorul propune apoi un astfel de limbaj nou, de nivel

nalt, bazat pe arhitectura platformei de dezvoltare .Net. Acest nou limbaj de programare
cuantica extinde capabilitatile limbajului C# si foloseste atat paradigma de programare
imperativa cat si pe paradigma de programare functionald. Autorul descrie arhitectura
compilatorului pentru acest limbaj nou, atat din perspectiva calculului local cét si din punctul
de vedere al calculului distribuit, bazat pe “cloud computing”.

10.2. Concluzii si dezvoltari ulterioare

Calculul cuantic este un domeniu relativ nou, in comparatie cu metoda de calcul analogic sau
cu metoda bazatd pe masina Turing. Cele mai dificile probleme Tn acest domeniu sunt
datorate naturii fizice a proceselor cuantice, care nu este usor de controlat si investigat, cat si
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de limitarile de natura tehnologica care apar in realizarea componentelor hardware necesare.
Din ce in ce mai numeroasele incercari de realizare experimentald a unor masini de calcul
bazate pe principiile mecanicii cuantice se lovesc in principal de probleme datorate greutatii
manipularii materiei la scara cuantica. Desi experimentele care implementeaza fizic unii
algoritmi cuantici cu dimensiuni mici ale datelor de intrare (doar cativa qubiti) au fost
Tncununate de succes, masinile respective trebuie operate in conditii foarte restrictive, oferite
numai de laboratoare foarte sofisticate de cercetare. in plus, trebuie accentuat ci marimea
datelor de intrare folosite este foarte mica, in comparatie cu cantitatile de date care in prezent
pot fi procesate de un calculator personal obisnuit.

Exista si alt gen de limitari — datorate in principal slabelor resurse ,,software” de care calculul
cuantic dispune n prezent. Proiectarea algoritmilor bazati pa paradigma de calcul cuantic se
bazeaza inca in cea mai mare masura pe inspiratia celor implicati [48]. Totusi, programele
utilitare care vin in sprijinul dezvoltarii de algoritmi, ca de exemplu compilatoarele,
interpretoarele sau limbajele de nivel inalt pentru astfel de masini de calcul cuantic sunt deja
n faza cercetarii. Ceea ce este mai grav, dar totodata care face acest subiect si mai interesant,
este faptul ca datorita schimbarii profunde a paradigmei teoretice, cele mai multe dintre
aceste resurse software vor trebui probabil revazute si cel mai probabil schimbate chiar
radical. Daci ele se vor baza pe una din paradigmele actuale de programare (procedurala,
functionald, declarativa, orientata obiect, etc.) raimane de vazut. Primii pasi in aceasta directie
au fost deja facuti, folosind atét paradigma de programare procedurala cat si pe cea
functionala. S-ar putea insa ca programarea functionala sa ofere o alternativa mai buna. Asta
deoarece prelucrarea 1n paralel a qubitilor, adica transformarea lor prin trecerea lor prin porti
cuantice, este exprimata formal folosind teoria operatorilor, care din punct de vedere
conceptual sunt functii pe spatiul starilor. Exista deja platforme de programe de simulare a
unor masini de calcul cuantic, ceea ce inseamna ca, pentru investigarea aspectelor teoretice
ale unor algoritmi adresati masinilor cuantice, sunt suficiente masini Turing clasice; ceea ce,
din punct de vedere tehnic, inseamna ca este suficient un PC.

A fost demonstrat deja ca un astfel de calculator cuantic, construit la scala calculatoarelor
personale actuale, va fi capabil s sparga orice cod de criptare cu chei publice bazat pe
factorizarea numerelor naturale. Dar, este evident ca acesta nu este un argument prea
convingator pentru cei care ar vrea sa investeasca in domenii noi de cercetare, CU
aplicabilitate Tn industrie. Exista totusi o speranta: in domeniul cautarilor pe baze de date
nestructurate, algoritmii de calcul cuantic ofera de asemenea o imbunatitire [55]. n plus,
poate chiar mai mult ca oricare din beneficiile anterioare, in domeniul aplicatiilor stiintifice,
de simulare a proceselor fizice care au loc la scara cuantica, calculul cuantic ofera de
asemenea un avantaj evident.

Este asadar de asteptat ca viitoarele calculatoare cuantice sa contind atat subansamble care
opereaza la nivel de calcul cuantic, dar si circuite clasice de calcul, dar comunicarea intre cele
doua tipuri de componente va trebui proiectata in asa fel Incat sa fie asigurata pastrarea
coerentei qubitilor aflati in procesare [52].

Modelul de calcul bazat pe circuite cuantice este echivalent cu multe alte modele de calcul
propuse anterior, in sensul ca alte modele necesita aceleasi resurse esentiale pentru aceleasi
tipuri de probleme. Se poate pune intrebarea daca folosind un model de calcul bazat pe
triplete de sisteme cuantice (qutriti), in loc de sisteme cuantice binare (qubiti) ar conferi
vreun avantaj din punct de vedere computational. Desi din punct de vedere practic se poate ca
astfel de avantaje sa existe, din punct de vedere teoretic, diferenta dintre aceste cele doua
modele este esential neglijabila. Aceasta deoarece, modelul de calcul bazat pe maginile
Turing cuantice, o generalizare a modelului masinii Turing clasice universale, s-a demonstrat
a fiind echivalent cu modelul bazat pe circuite cuantice.
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Nu este deocamdata deloc evident daca presupunerile facute in teoria circuitelor cuantice sunt
total justificate din punct de vedere fizic. Spre exemplu, presupunerile facute relativ la spatiul
starilor si la alegerea starilor initiale sunt doar o simpla alegere. In acest model, spatiul
starilor este considerat finit dimensional. $i se poate pune Intrebarea daca prin trecerea la
spatii vectoriale infinite dimensional nu se poate obtine vreun avantaj oarecare.

De asemenea, starile initiale ale qubitilor din circuit sunt considerate a fiind stari
computationale de baza. Si se stie cd multe sisteme fizice In natura exista in stari puternic
entangled [22]. Deci o0 a doua ntrebare care s-ar putea pune este daca acest tip de stari ar
putea fi folosit in obtinerea vreunui avantaj computational. Toate acestea ridica semne de
intrebare asupra completitudinii modelului de calcul bazat pe circuite cuantice, si implicit
asupra modelului clasic corespunzator.

Domeniul criptografiei cuantice, in care canale de comunicatie cuantice sunt folosite pentru
distributia cheilor private folosite in criptografia cu chei publice sau private, este probabil
primul 1n care aplicatiile comerciale si-au facut deja aparitia.

O alta arie de cercetare cu perspective promitatoare, care este deja investigata pe mai multe
nivele, este legata de reprezentarile transformarilor grafice. Datorita legaturii profunde dintre
transformarile calculului cuantic pe un qubit si rotatiile grafice, sunt indicatii ca algoritmii de
procesare graficd, si in mod mai general chiar aplicatiile multimedia, sunt candidati cu
perspective bune de a fi transformati folosind paradigma calculului cuantic. Dar pentru ca
aceasta sa se Intdmple cu adevarat, corespondenta dintre operatorii pe un qubit si rotatiile
sferice in spatiul tridimensional trebuie sa fie extinsa la transformarile pe mai multi qubiti,
poate chiar prin considerarea unor transformari geometrice in spatii multidimensionale.
Principala problema este ca reprezentarea grafica sa poata simula si qubiti 1n stari
»entangled”.

De aceea este foarte important a se avea intotdeauna in vedere aspectul fizic al prelucrarii
informatiei, si adaptarea modelelor folosite la legile fizice fundamentale.
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