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1. Concepte fundamentale

Informatica si calculul cuantic reprezinta studiul proceselor informatice care pot fi realizate
folosind sisteme ce se supun legilor mecanicii cuantice, asa cum sunt ele formulate in prezent
[12].

Pana in prezent, Incercarile de constructie a sistemelor cuantice de prelucrare a informatiei au
dus numai la obtinerea unor rezultate modeste, dar promitatoare: mini-calculatoare cuantice,
capabile sa efectueze cateva zeci de operatii folosind cétiva biti cuantici (denumiti qubiti).
Ceva mai dezvoltatd este ramura care se ocupa cu criptografia cuantica — transmiterea de
mesaje secrete de-a lungul distantelor. Prototipuri ale unor astfel de sisteme au fost prezentate
si, unele, au chiar si variante comerciale. Totusi, extinderea tehnicilor de procesare cuantica
la scara largd a informatiei rdmén in continuare o provocare atit pentru oamenii de stiinta, cat
si pentru ingineri.

Dezvoltarea componentelor hardware a luat un imens avant de la inventarea tranzistorului In
anul 1947 de catre John Bardeen, Walter Brattain si Will Shockley. Aceasta rata de
dezvoltare a fost postulatd in anul 1965, de catre Gordon Moore: la un cost constant, puterea
de calcul se dubleaza la fiecare doi ani. Surprinzator dupa unii analisti, aceasta lege s-a
pastrat pAna acum. Multi cercetatori sunt totusi de parere ca ea va fi infirmata 1n viitor, dupa
unii peste cativa ani, dupa altii peste citeva decenii. Ceea ce e cert insa, este faptul ca
metodele clasice de implementare a sistemelor de calcul incep sa se loveasca de barierele
impuse de miniaturizarea din ce in ce mai mare a componentelor electronice. Efectele
cuantice Tncep s interfereze in functionarea acestor sisteme, care sunt construite la
dimensiuni din ce Tn ce mai mici.

Una din solutiile propuse pentru rezolvarea acestor dificultéti este aceea de a schimba
paradigma de calcul. O astfel de noud paradigma este oferita de teoria informaticii cuantice
care se bazeaza pe folosirea principiilor ne-intuitive ale mecanicii cuantice pentru efectuarea
calculelor, in locul folosirii sistemelor fizice clasice. S-a demonstrat cd, in timp ce orice
calculator clasic actual poate fi folosit pentru simularea unui calculator cuantic, aceasta
simulare nu se poate face eficient (adicd prin marirea costurilor de timp cu o valoare
dependentd de intrare in mod cel mult polinomial) [1]. Astfel, calculatoarele cuantice ofera
un avantaj semnificativ in viteza de prelucrare. Acest avantaj este asa de mare Tncét unii
specialisti sunt de parere ca, indiferent de viitoarea dezvoltare a calculatoarelor clasice, ele nu
vor putea niciodata sa egaleze calculatoarele cuantice.

1.1. Teza Church — Turing

Bazele teoretice ale calculatoarelor clasice au fost puse de Alan Turing Tn 1936, prin
introducerea modelului de calcul cunoscut sub numele de Magsina Turing. El a demonstrat ca
se poate construi o Magsina Turing Universald, capabila sa simuleze orice altd Magind Turing.
Mai mult chiar, el a postulat cd Magina Turing Universald poate implementa orice proces
definit prin actiuni algoritmice. Adica, dacd o problema are un algoritm care poate fi
implementat de un sistem fizic (un calculator modern de exemplu), atunci exista un algoritm
echivalent pentru o Masind Turing Universala care rezolva aceeasi problema. Aceasta
asertiune este cunoscuta sub numele de teza Church — Turing:

Orice proces algoritmic poate fi simulat folosind o Magsina Turing.
Pornind de la observatia cd Masina Turing nu numai ca poate implementa orice proces

algoritmic, ci mai mult, poate face acest lucru in mod eficient, s-a formulat varianta rare a
tezei Church — Turing:



Orice proces algoritmic poate fi simulat eficient folosind o Masina Turing.

Asadar, orice problema care poate fi rezolvata eficient intr-un model de calcul oarecare, poate
fi de asemenea rezolvata eficient de o0 Magina Turing. Daca aceasta tezd (postulat) este
corectd, rezulta ca indiferent ce masina este folosita pentru a efectua un algoritm, acea masina
poate fi simulata eficient de o Masina Turing. Aceasta implica faptul cd pentru a analiza daca
un proces computational poate fi implementat eficient, este suficient a se analiza problema
facand apel la modelul Masinii Turing [68].

O prima posibila provocare a tezei Church — Turing a fost lansata din perspectiva teoriei
calculului analogic. Mai multe echipe de cercetétori au observat ca anumite tipuri de
calculatoare analogice pot rezolva eficient unele probleme despre care se crede cd nu au o
solutie eficientd pe o Masina Turing. La prima vedere, aceste calculatoare analogice par a
viola varianta tare a tezei Church — Turing. Din pécate pentru aceste calculatoare analogice
insa, daca se fac presupuneri pertinente despre mediul lor real de functionare, care trebuie sa
aiba in vedere si prezenta zgomotului, puterea lor se pierde pentru toate instantele cunoscute.
Astfel, operand intr-un mediu care include zgomot, calculatoarele analogice nu pot rezolva
probleme mai eficient decat Magina Turing.

Aceasta lectie — ca efectele zgomotului 1n limite realiste trebuie luate in considerare cind se
evalueaza eficienta unui model de calcul — este una dintre cele mai mari provocari aduse
calculului si informaticii cuantice. Pentru a trata aceste probleme, s-au dezvoltat doua sub-
directii de cercetare: corectia cuantica a erorilor si calculul cuantic robust [70]. Drept
consecinta, spre deosebire de calculul analogic, calculul cuantic poate (cel putin In principiu)
tolera o cantitate finitd de zgomot fara a-si pierde din avantajele computationale [2].

Prima provocare majord a variantei tari a tezei Church — Turing a fost adusa in mijlocul anilor
1970, cand Robert Solovay si Volker Strassen au ardtat ca este posibil a se testa dacd un
intreg este prim sau nu folosind un algoritm probabilistic, operdnd cu numere aleatoare.
Algoritmii probabilistici nu determina solutia unei probleme cu exactitate, ci numai cu o
anume probabilitate. Mai exact, algoritmul Solovay — Strassen putea sa determine daca un
numar poate sa fie prim, sau daca poate fi descompus in factori ne-triviali. Asadar daca
primeste la intrare un numar ne-prim, algoritmul Tntoarce cu exactitate ca ,,numarul nu este
prim”; dacd primeste la intrare un numar care este de fapt prim, algoritmul Tntoarce ,,exista
probabilitatea p <1 ca numarul sa fie prim”. Prin repetarea algoritmului de cateva ori, se

poate determina cu o probabilitate foarte mare daca numarul dat este prim sau nu. Algoritmul
Solovay — Strassen a fost de o deosebita importantd la momentul cind a fost propus deoarece
nu se cunostea nici un algoritm determinist eficient care sa testeze dacad un numar dat este
prim. De altfel, un astfel de algoritm determinist nu este cunoscut nici pana in prezent.

In acest fel, s-ar putea deduce faptul ca pot exista calculatoare care daca au acces la un
generator real de numere aleatoare, pot efectua eficient calcule care nu au un corespondent la
fel de eficient pe Masina Turing clasicd conventionald, determinista. In prezent, acest studiu
al algoritmilor probabilistici constituie o ramura de cercetare de sine stétdtoare.

Algoritmii probabilistici, au demonstrat o provocare la adresa tezei Church — Turing (varianta
tare), sugerand faptul ca exista probleme care pot fi rezolvate eficient de un anumit tip de
dispozitiv, dar care nu pot fi rezolvate eficient de o0 Masind Turing determinista. Aceasta
provocare poate fi usor inldturata prin simpla modificare a variantei tari a tezei Church —
Turing:

Orice proces algoritmic poate fi simulat eficient folosind o Masina Turing probabilista.

Sau, folosind formularea din teoria complexitatii:



Orice model de calcul poate fi simulat folosind o Masina Turing probabilista prin adaugarea
a cel mult un numar polinomial de operatii.

Intrebarea care se ridica in mod evident este insi: nu s-ar putea descoperi in viitor un alt
model de calcul care sd rezolve eficient chiar si probleme care nu pot fi rezolvate eficient pe
Masina Turing probabilista? Ca sa se elimine odata pentru totdeauna aceastd cautare de noi
modele, nu cumva existd un singur model de calcul atotcuprinzator, care sa fie demonstrat
riguros cd poate simula eficient orice alt model de calcul?

1.2. Teza Church - Turing — Deutsch

Pornind de la aceste intrebari, in 1985 David Deutsch a incercat sd gaseasca o metoda de a
deduce o variantd si mai tare a tezei Church — Turing, pornind de legile fizice [27]. In acest
fel, atata vreme cat legile fizice respective sunt considerate valide, aceasta noud varianta a
tezei Church — Turing ar fi si ea valida. Mai exact, Deutsch a Incercat sa gaseasca un model
computational care sa fie capabil sa simuleze orice sistem fizic [26]. In acest fel, orice masina
de calcul implementata pe baza legilor acestui sistem fizic va putea fi simulat in acest model.
Pornind de la presupunerea larg (dar nu pe deplin) acceptatd in comunitatea stiintifica, ca
legile fizice sunt in ultima instanta cuantice, Deutsch s-a orientat spre masinile de calcul
bazate pe principiile mecanicii cuantice. Aceste masini sunt analogele in domeniul cuantic al
maginilor din domeniul clasic, considerate cu jumaétate de secol Tn urma de catre Turing. Ele
constituie baza a ceea ce in termeni moderni se denumeste calculator cuantic.

Acest domeniu al calculatoarelor cuantice nu si-a dezviluit inci toate secretele. Inca nu este
clar daca notiunea lui Deutsch de Calculator Cuantic Universal [28] este suficientd pentru a
simula orice sistem fizic arbitrar ales. Confirmarea sau infirmarea acestei ipoteze este una din
marile probleme rdmase deschise din domeniul calculului i al informaticii cuantice. Este
posibil ca, de exemplu, vreun proces calculabil definit ca efect al teoriei cuantice a
campurilor, al teoriei relativitatii generalizate, al teoriei string-urilor, sau al altei teorii fizice
de calcul si mai puternic.

Ceea ce modelul de calcul al lui Deutsch a permis, a fost sa lanseze o provocare pentru
varianta tare a tezei Church — Turing. Deutsch a demonstrat ca este posibil ca un calculator
cuantic sa rezolve eficient probleme de calcul care nu au solutie eficientd cunoscutd pana in
prezent, pe un calculator clasic — modelat de o Magina Turing probabilistd. Demonstratia lui
Deutsch este bazatd pe un exemplu simplu care sugereaza ca intr-adevar calculatoarele
cuantice pot sa aiba putere de calcul mai mare decét calculatoarele clasice.

In conformitate cu aceste rezultate, teza Church — Turing — Deutsch s-ar formula astfel:

Orice proces fizic algoritmic poate fi simulat eficient folosind o Masina Cuanticd.

Aceste prime rezultate obtinute de Deutsch au fost imbogétite de altele in deceniile care au
urmat. Poate printre cele mai importante se numara rezultatul obtinut in 1994 de cétre Peter
Shor, care demonstreaza ca doud probleme foarte importante [64], care, ca si problema lui
Deutsch, nu au solutii eficiente cunoscute pe Masina Turing, pot fi rezolvate eficient pe un
calculator cuantic [65]. Aceste doud probleme, care se bazeaza pe transformarea Fourier
discreta sunt: problema calculului factorilor primi ai unui numaér si problema logaritmului
discret.

Un alt rezultat care demonstreaza puterea calculatoarelor cuantice a fost obtinut Tn 1995 de
Lov Grover [44], care a demonstrat cd o altd problema importanta — cautarea intr-un spatiu
ne-structurat — poate fi de asemenea fi rezolvatd mai rapid pe un calculator cuantic decat pe



un calculator clasic. Desi imbunatatirea vitezei nu este asa de mare ca in cazul problemei
numerelor prime, larga dependenta a sistemelor actuale de tehnicile de cautare a provocat
atentia asupra acestui algoritm.

Cam 1n acelasi timp, alte grupuri de cercetdtori se concentrau asupra dezvoltarii unei idei
introduse de Richard Feynman in 1982. Feynman a ardtat cd exista dificultdti esentiale n
simularea sistemelor mecanice cuantice pe calculatoarele clasice si a sugerat ca dezvoltarea
unor calculatoare cuantice ar permite eliminarea acestor dificultati. Aceasta sugestie s-a
dovedit intre timp a fi adevarata. [7]

Daca exista si alte probleme care pot fi rezolvate pe calculatoare cuantice este Inca o mare
necunoscutd 1n acest relativ nou domeniu. Se pare ca descoperirea acestor algoritmi cuantici
este o problema dificila, dar multi cred ca nu este imposibila. Este dificild pentru ca acesti
algoritmi trebuie ganditi intr-o maniera nu foarte intuitiva, folosind principiile mecanicii
cuantice. In al doilea rand este dificild pentru ci un eventual algoritm descoperit trebuie si fie
mai performant decat orice algoritm clasic, eventual probabilistic, cunoscut pentru acea
problema.

1.3. Teoria cuantica a informatiei

Teoria comunicatiei a caror baze au fost puse de Claude Shannon in 1948 [53] reprezintd un
alt aspect care ar trebui modificat in conformitate cu aceastd noud abordare cuantica a
informatiei. Realizarea cheie care este probabil cea mai importanta 1n teoria lui Shannon este
aceea de a defini matematic conceptul de informatie. Shannon a abordat doua probleme
majore referitoare la comunicarea informatiei printr-un canal de comunicatie:
- care sunt resursele necesare transmiterii informatiei printr-un canal de comunicatie,
- care sunt modalitatile de a proteja informatia transmisa de zgomotul inevitabil al
canalului de comunicatie folosit.
Pentru rezolvarea acestor probleme, Shannon a propus si demonstrat doud teoreme
fundamentale care au constituit punctele de plecare pentru dezvoltarile ulterioare din acest
domeniu:
- teorema de transmisie a informatiei printr-un canal de comunicatie ideal (fara
zgomot): cuantifica resursele necesare stocarii informatiei emise de o sursa.
- teorema de transmisie a informatiei printr-un canal de comunicatie real (cu zgomot):
cuantifica informatia care poate fi transmisa printr-un canal cu zgomot. Pentru a avea
o transmisie sigurd in prezenta zgomotului, Shannon a demonstrat ca pot fi folosite
coduri de corectare a erorilor pentru protejarea informatiei.
Teoria cuantica a informatiei se dezvoltd urmand aceleasi procedee. in 1995, Ben
Schumacher a oferit analogul cuantic al primei teoreme a lui Shannon — transmisia
informatiei printr-un canal fara zgomot, definind notiunea de bit cuantic ca o resursa fizica.
Dar, spre deosebire de teoria clasica a informatiei, nu s-a descoperit Inca varianta cuantica a
celei de-a doua teoreme a lui Shannon — transmisia informatiei printr-un canal cu zgomot. Cu
toate acestea, exista o teorie cuantica a corectiei erorilor cu ajutorul careia s-a permis
dezvoltarea calculatoarelor cuantice operabile 1n prezenta zgomotului. Folosind ideile clasice
din teoria corectiei erorilor se pot proteja starile cuantice de efectele zgomotului. De
asemenea, aceastd teorie permite transmisia sigurd a informatiei printr-un canal de
comunicatie cuantic cu zgomot.
In 1992, Charles Bennett si Stephen Wiesner au demonstrat o alta aplicatie a teoriei cuantice
a informatiei, i anume transmisia informatiei clasice printr-un canal de comunicatie cuantic.
Prin acest rezultat, denumit 1n literatura de specialitate ,,codificare supra-densa”, se aratd cum
se pot transmite doi biti de informatie clasici prin trimiterea unui singur qubit de la sursd la
destinatie [46].



Studiul teoriei informatiei Incepe prin considerarea unui singur canal de comunicatie. Acest
fapt insa s-a generalizat, in prezent existand deja o teorie bine definita a retelelor informatice.
Tot ca o problema deschisa, rdimasa deocamdata fara raspuns, trebuie mentionatd si gasirea
unor metode de interconectare a mai multor calculatoare 1n retele cuantice. Desi teoria clasica
a retelelor informatice este deja destul de dezvoltata, totusi, echivalentul sdu in teoria
cuanticd nu a fost descoperit Inca.

1.4. Criptografia cuantica

Cel mai utilizate sisteme criptografice sunt in prezent cele bazate pe criptarea cu cheie
publica. Ideea de baza pentru transmiterea secretd a mesajelor este aceea de a folosi functiile
matematice greu inversabile. Se foloseste in acest sens o pereche de chei, o cheie publica pe
care transmitatorul o foloseste pentru criptare si o cheie secretd pe cere receptorul o foloseste
pentru decriptare. Prin faptul ca aceasta pereche este generata de catre receptor si cd el trimite
numai cheia publicd transmitatorului, se rezolvd problema distributiei cheilor.

Functionarea acestor sisteme se bazeaza pe presupunerea ca mesajul criptat de catre
transmitator folosind o cheia publicd nu poate fi decriptat Tn mod eficient decat de posesorul
cheii secrete corespunzatoare. De asemenea, trebuie ca deducerea cheii secrete din cheia
publica sa nu poata fi facuta eficient.

Multe din sistemele de criptare cu cheie publica (intre care si RSA) folosesc drept functii
matematice greu inversabile, probleme legate de descompunerea 1n factori primi a numerelor
naturale. S-a dovedit Tnsa ca aceste probleme nu sunt deloc greu rezolvabile folosind calculul
cuantic. Asadar, 1n eventualitatea construirii unui calculator cuantic aceste sisteme de criptare
cu cheie publica devin nesigure.

O alta categorie de sisteme de criptare sunt cele care folosesc chei secrete. Sistemele clasice
din aceasta categorie s-au lovit insd de problema distributiei cheilor. Functionarea acestor
sisteme se bazeaza pe faptul ca toate cheile folosite in criptare sau decriptare sa nu fie
accesibile decat persoanelor autorizate. Problema este cum se pot transmite aceste chei fara
ca ele sa fie compromise.

O rezolvare a acestei probleme a fost oferita prin folosirea unui canal de comunicatie cuantic.
Aceastd procedurd de transmisie a cheilor secrete se numeste distributie cuantica a cheilor,
sau criptografie cuantica. Ideea care st la baza acestor sisteme este folosirea principiului de
observare din mecanica cuantica: observarea unui sistem cuantic conduce inevitabil la
perturbarea sa. Conform acestui principiu agadar, orice incercare de observare a unei chei
transmisa printr-un canal cuantic poate fi descoperita de catre receptorul cheii. Acelasi
principiu care conferd puterea acestor sisteme, ridicd insa si cea mai mare problema de
implementare. Aceste canale cuantice de comunicatie nu pot fi prelungite prin folosirea asa
numitelor repetoare de semnal, agsa cum sunt ele intelese in mod clasic.

Cu toate acestea Tnsa, prototipuri experimentale a acestor sisteme criptografice cuantice au
intrat deja in sfera comerciala.

1.5. Reprezentarea cuantica a informatiei

Bitul reprezintd conceptul fundamental 1n teoria clasicd a informatiei si al calculului. Teoria
cuanticd a calculului si teoria cuantica a informatiei sunt construite pe baza unui concept
fundamental asemanator: bitul cuantic, sau pe scurt qubit [54].

Facand abstractie de implementarea fizicd a qubitilor, ei se definesc ca entitati matematice
abstracte. Asa cum un bit clasic este definit printr-o stare care poate avea valoarea 0 sau 1,
un qubit este definit §i el printr-o stare cuantica. Folosind notatia Dirac din mecanica
cuanticd, doud stari posibile ale unui qubit, corespunzétoare celor doua stari ale unui bit

clasic, sunt |O> si ‘1} — denumite stari computationale de baza. Spre deosebire de un bit



clasic insd, un qubit se poate afla si in alte stéri, altele decat cele doua stari |O> si ‘1) . Mai
precis, un qubit se poate afla Tn orice stare normata, definitd ca o combinatie liniard complexa
de stdri computationale de baza. Aceasta stare, notata cu |l//> se numeste superpozitie:
|w) = af0)+ A1),

. s e A . 2 2
unde ¢ si S sunt numere complexe, satisfacind relatia de normare: |04 + ,5| =1
Cu alte cuvinte, starea unui qubit este reprezentatd printr-un vector normat intr-un spatiu
vectorial complex bidimensional, 1n care cele doua stari computationale de baza formeaza o
bazd ortonormata.
Continuand paralela cu bitul clasic, trebuie observat ca se poate determina daca un bit clasic
se afld in starea 0 sau 1. Spre exemplu, acest proces are loc de fiecare datd cand un
calculator citeste o locatie de memorie. Remarcabil este faptul ca nu este posibil a se examina
un qubit pentru a i se determina cu exactitate starea. In loc de asta, mecanica cuantica ofera

informatii mult mai restrinse. Prin masurarea qubitului aflat in starea |y) = |0) + B|1) se

. .. 2 .. 2 4
poate obtine rezultatul O cu probabilitatea |0!| , sau rezultatul 1, cu probabilitatea | ,b’| .In

mod natural, se observa ca pentru a respecta principiul din teoria probabilitdtii conform caruia
suma probabilitdtilor evenimentelor posibile trebuie sa fie 1, vectorul de stare trebuie sa fie
normat.

De exemplu, dacd un qubit se afla in starea: |+> = , prin masurarea (citirea) sa

1 1
E|0>+E|1>

2
se va obtine valoarea 0 sau 1 cu probabilitati egale [LJ = % . Deci, pregétind un qubit in

N

aceasta stare si masurandu-l, si repetand aceste operatii de un numar mare de ori, se obtine in
50% din cazuri valoarea O siin 50% din cazuri valoarea 1.

In ciuda proprietatilor lor care pot parea la prima vedere bizare, acesti qubiti sunt entititi
reale, validate prin experimente cuantice [58]. Existd multe sisteme fizice utilizate pentru
implementarea practica a acestor qubiti. Un exemplu concret (insd nu usor de implementat
fizic) de implementare a unui qubit este prin considerarea starilor unui electron care orbiteaza
in jurul unui nucleu (modelul atomului de hidrogen). In acest model al atomului, electronul

poate exista intr-una din urmatoarele doua stari: starea de baza notatd cu |0> , sau starea
excitata, notata cu ‘1} . [62]

Prin bombardarea atomului cu fotoni avand o anumita energie, pe durata unui anume interval
de timp, este posibil sa se treaca electronul din starea |0) in starea |1).

0
10) f

Figura 1. Modelul atomului de hidrogen

Procesul invers este de asemenea posibil. Dar mai interesant este faptul ca prin reducerea
timpului de expunere la jumatate, electronul aflat initial in starea |O> este trecut in starea |+> ,

99 A

aflatd la ,,jumadtatea distantei” Intre |0> si ‘1}



O intrebare fireasca este atunci: care este cantitatea de informatie reprezentati de un qubit? in
mod aparent paradoxal, & si [, chiar cu restrictia de normare impusa, pot lua o infinitate de

valori complexe. Deci, s-ar parea ca un qubit reprezinta o cantitate de informatie infinita.
Aceasta concluzie Insa nu este corecta, deoarece masura care intereseaza este cantitatea de
informatie ce poate fi observata. Prin mdsurarea qubitului se poate obtine doar una din cele
doua valori; mai mult, dupa masurare starea qubitului se schimba. Dacd s-a masurat valoarea

0, starea qubitului de dupd masurare va fi |0> , In timp ce daca s-a masurat valoarea 1, starea

qubitului de dupa masurare va fi |1> Asadar, efectudnd o singurd masurare asupra unui qubit

se obtine un singur bit de informatie despre starea qubitului. Determinarea exacta a starii
qubitului, adica determinarea exactd a valorilor a si 3, se poate face numai daca s-ar putea
efectua o infinitate de masuratori asupra unei infinitati de qubiti preparati identic.
Generalizarea la reprezentarea sistemelor pe mai multi qubiti se face folosind produsul
tensorial intre spatii vectoriale. Astfel, starea unui sistem format din » qubiti, fiecare qubit
fiind aflat in starea |1,V ; > , este reprezentatd prin vectorul normat:

v)=[v)®[y.)®...8[y,)

1.6. Realizari practice ale sistemelor de calcul cuantice

Problema fundamentald care a fost ridicata este daca existd vreun principiu care sa Tmpiedice
constructia fizica a calculatoarelor cuantice. S-au identificat doud posibile astfel de piedici:

- functionarea in mediul real poate fi diferita de cazul ideal din cauza prezentei

zgomotului
- mecanica cuanticd a caror principii stau la baza acestui domeniu poate fi o descriere
incompleta a realitatilor fizice

Zgomotul reprezinta o piedicd fundamentald 1n functionarea sistemelor de procesare a
informatiei, de care nu se poate face abstractie. In acest sens, teoria cuantici de corectare a
erorilor dovedeste ca, desi intotdeauna prezent in mediul real, zgomotul nu reprezinta o
problema de principiu Tn implementarea fizicd a calculatoarelor cuantice. Mai exact, s-a
demonstrat cad presupunind cd zgomotul poate fi redus sub o anume valoare prag, corectarea
cuantica a codurilor poate fi folositd pentru a diminua si mai mult zgomotul; practic acest
procedeu putand fi repetabil la infinit fard a Incarca semnificativ complexitatea calculului
efectiv [13].
La scard mica, de cativa qubiti, s-au realizat deja sisteme fizice de prelucrare cuantica a
informatiei.
Cele mai usor de realizat sunt cele bazate pe tehnica optica, adica pe radiatia
electromagnetica. Sisteme simple ca oglinzile, sunt utilizate Tn prelucrarea qubitilor —
implementati ca fotoni. Principala problema a acestor sisteme este producerea fotonilor
singulari, la cerere. Avantajul acestor sisteme este dat de stabilitatea crescuta a fotonilor in
inmagazinarea informatiei. Dezavantajul este ca fotonii nu pot inter-actiona direct ci au
nevoie de un mediator — de exemplu un atom.
O alta categorie de sisteme sunt cele bazate pe grupuri de anumite tipuri de atomi. Un astfel
de grup implementeaza un qubit. Si 1n acest caz, radiatia electromagnetica este folosita, dar
cu scopul de a manipula atomii.
Cea de-a treia clasa de sisteme este reprezentata de sistemele NMR (Rezonanta Magnetica
Nucleara). In acest caz, un qubit este reprezentat de spinul nuclear al unui atom dintr-o
moleculd. Informatia este prelucrata tot prin expunerea la radiatie electromagnetica.
Deoarece fiecare astfel clasa de sistem are slabiciunile sale, se vehiculeaza ideea unor sisteme
hibride care sa cuprindd numai ceea ce este bun din fiecare clasd. Numai folosind aceasta



Ocooperare intre diverse directii se poate ajunge la implementarea unor sisteme de prelucrare
cuanticd a informatiei la scara larga.

1.7. Calcul cuantic — porti cuantice

Calculul cuantic studiaza transformarile care se efectueaza asupra starilor cuantice. La fel
cum un calculator clasic este construit din circuite electronice continind porti logice
conectate Intre ele, un calculator cuantic este alcdtuit din circuite cuantice continind porti
cuantice inter-conectate.

Formalismul matematic folosit in descrierea transformarilor aplicate de circuitele cuantice
asupra qubitilor este cel al operatorilor liniari [3]. Asadar starea unui qubit este reprezentata
printr-un vector Intr-un spatiu vectorial complex bidimensional, in timp ce un circuit cuantic
actionand asupra qubitului respectiv este reprezentat printr-un operator liniar definit pe acel
spatiu vectorial. Bineinteles ca aceastd reprezentare se extinde In mod logic si la sisteme
formate din mai multi qubiti.

Existd o restrictie fundamentald impusa in construirea circuitelor cuantice, restrictie care nu-
si are corespondent pentru circuitele clasice. Operatorii liniari care reprezinta circuite

cuantice trebuie sa fie operatori unitari: U ‘v=vu'=1.0 proprietate fundamentald a
operatorilor liniari este ca ei pastreaza produsul scalar:

(i) w2))= )0 0l ))= (0 o). 0lw) = ).l

Ca o consecintd, dupd aplicarea unui operator unitar asupra unui vector, norma vectorului
rezultat este egald cu norma vectorului initial. Deci, dacd vectorul initial era normat, vectorul
rezultat dupa aplicarea unui operator unitar este tot normat.

In mod evident, un circuit cuantic trebuie sa satisfaca urmitoarea conditie: deoarece un
sistem format dintr-un numar oarecare de qubiti este reprezentat printr-un vector normat,
aceasta reprezentare trebuie sa se pastreze si dupd aplicarea unui circuit. Adica sistemul
transformat trebuie sa fie reprezentat tot printr-un vector normat.

Se observa astfel cd impunerea conditiei de operator unitar asupra operatorilor care descriu
circuite cuantice conduce la Tndeplinirea acestei conditii.

Deoarece orice operator unitar este bijectiv si inversabil (inversul sdu fiind chiar adjunctul
sdu), rezultd ca orice circuit cuantic este reversibil [22]: cunoscandu-se starea qubitilor de la
iesirea unui circuit, este intotdeauna posibil a se determina starea lor de la intrarea circuitului.
Aceasta proprietate nu este respectata de toate circuitele clasice: spre exemplu dacd o poarta
NAND fntoarce 1, la intrare poate avea 00, 01 sau 10. Poarta clasica NOT este Tn schimb o
poartd reversibila. De fapt este singura poarta clasica netriviald reversibild pe un bit.

Cu toate astea, circuitele clasice nu au capacitate de calcul sporita prin faptul ca permit si
altfel de porti decat cele reversibile. Exista de exemplu o poarta reversibila pe trei biti, numita
poartd Toffoli, cu ajutorul careia se poate implementa orice circuit clasic.

p— — b 1) 1)
bh— T L c2) |cy)
by by ®byb, 1) e [1®cic,)

Figura 2. Poarta universala clasica Toffoli si corespondentul siu cuantic

Poarta Toffoli inverseaza cel de-al treilea bit (numit si bit rezultat) daca si numai daca primii
doi biti (numiti si biti de control) sunt setati.



De mare importanta in studiul circuitelor cuantice, una din portile de baza chiar, este si
varianta pe doi qubiti a portii Toffoli — constind dintr-un qubit de control si un qubit rezultat
— poarta CNOT:

— | ) i )
CNOT
r— N e ‘t> |t(—Bc>

Figura 3. Poarta CNOT si corespondentul siu cuantic

Poarta CNOT inverseaza qubitul rezultat daca si numai daca qubitul de control este setat.
Altfel spus, poarta CNOT implementeaza adunarea modulo 2 pe doi biti. Un exemplu simplu
de circuit cuantic este cel care implementeaza adunarea modulo 4 pe 2 biti:

\xlxoyly()) - \xlx())\ (xlxo + ylyo)mod 4>, unde x;, Xy, Y1, Yo € {0,1}

|%0) S |%0)
|

\X1> 'S \X1>

|y0> & ‘xo@yO>

[ 1) s & %1 © ¥ @ xgyp)
|Y1@x0)’o>

Figura 4. Circuitul cuantic care implementeazi adunarea modulo 4

Trebuie mentionat cd madsurarea unuia, sau a mai multor qubiti nu este o operatie unitara.
Desi este necesar ca uneori sa se efectueze masuratori asupra qubitilor unui circuit cuantic, o
masurdtoare nu este o poarta cuanticd. Dupa efectuarea unei masurdtori starea qubitului, sau a
qubitilor respectivi nu mai are nici o relevantd; ceea ce conteazd este informatia obtinutad din
rezultatele masurdtorii — informatie codificatd sub forma de biti clasici probabilistici.

A’

Figura 5. Reprezentarea operatiei de misurare asupra unui qubit

Cateva exemple de porti cuantice pe un qubit:
a|0)+ A1) X all)+ £10)

Figura 6. Poarta NOT

af0) + A1) i a0

Figura 7. Poarta Hadamard

Liniile de legatura din reprezentarea circuitelor cuantice nu au semnificatia unor legéturi
fizice (fire conductoare de curent, sau altceva de acest gen), ci ele reprezinta durata de viata a
unui qubit de-a lungul timpului. Este astfel evident de ce este impusa urmatoarea restrictie in
proiectarea circuitelor cuantice: nu sunt acceptate bucle. Circuitele cuantice sunt astfel
intotdeauna aciclice.



1.8. Imposibilitatea de copiere a unui qubit
In calculul clasic, exista un circuit foarte simplu care realizeaza copierea oricarui bit.
[ b

CNOT
00— L 0®b=b

Figura 8. Circuitul clasic de copiere al unui bit

Una din deosebirile cele mai frapante intre circuitele cuantice si cele clasice este faptul ca
este imposibil de construit circuit cuantic care sd copieze cu exactitate orice stare a unui
qubit. Acesta este enuntul teoremei de non-clonare a unui qubit.

Se pot construi numai circuite care sa copieze cu exactitate doud stari ortonormate ale unui
qubit.

Intr-adevar presupunand ca exista un circuit cuantic pe doi qubiti alcatuit numai din porti
cuantice care sd copieze orice stare initiald a primului qubit, ar rezulta contradictii cu unele
principii fizice de baza: posibilitatea distingerii prin masurare a starilor ne-ortogonale [16],
sau chiar posibilitatea transferului de informatie cu viteza mai mare ca viteza luminii.

Un astfel de circuit cuantic de copiere ar trebui sd transforme starea initiald |y)|y,) in starea

|l//>| y/> , §1 asta pentru oricare ar fi starea |l//> , folosind numai porti cuantice — deci
transformari unitare. Deci ar Insemna ca exista transformarea unitara U , astfel Tncat
Ulw)lw,)=|w)|w), pentru orice |y). Presupunind ca circuitul copiaza starile |y, ) si [y,),
se poate scrie deci:

{U|W1>|l//z> =|y1)lv1)

Uly,)lv:) =v2)lv2)

Calculand produsul scalar al vectorilor din relatiile de mai sus rezulta:
Wl v ).Ulwa)w ) = (v )w)-lwa)lwa)) = v U TUwa v ) = (o wa X vs)

Tinand cont de faptul cad U este operator unitar, $i ca |W¢> este o stare normata, rezulta:

(w |‘/’2>2 =(v|v,) & <V’1|W2>(<‘/’1|‘/’2>—1)= 0
Ceea ce Inseamna cd, sunt este vorba de unul din urmatoarele cazuri:
o (y|w,)=1, ceea ce inseamni ci stérile de copiat coincid: |y ) =y, )
sau
e (y|w,)=0, ceea ce inseamnd ci starile de copiat sunt ortonormate: |y;) L |y, )

Spre exemplu, circuitul CNOT poate fi folosit pentru a copia un qubit aflat in starea |c> ,

unde ce {0.1}.
<) )
0 —b— oo-i

Figura 9. Circuitul cuantic de copiere a starilor ortonormate |O> sau ‘l)

Chiar daca se accepta implementarea circuitului de copiere folosind si transformari ne-unitare
se constata ca se pot copia doar stari ortogonale. S-a demonstrat ca un circuit de copiere
cuantic pentru stari ne-ortogonale poate fi creat numai daca se accepta copii ne-exacte.



2. Eficienta calculului cuantic

2.1. Paralelism cuantic

Paralelismul cuantic este o caracteristicd fundamentald a multor algoritmi cuantici [38].
Intuitiv, si cu riscul unei simplificari excesive, paralelismul cuantic permite calculatoarelor

cuantice sa evalueze o functie f(x) pentru mai multe valori diferite ale lui x , in mod

simultan [49].
Se presupune o functie f : {0,1}{0,1} avand atat domeniul cat si codomeniul de un bit. Cum

se pot calcula cele doua valori ale acestei functii folosind un calculator cuantic?
Se presupune un calculator cuantic pe doi qubiti, care porneste dintr-o stare computationala

X, y> . Folosind o anumita secventa de porti logice (i.e. un circuit cuantic), aceasta
x,y® f(x)), unde
operatorul @ indica adunarea modulo 2. Transformarea implementata de acest circuit,
definita prin relatia | x, y) — |x,y @ f(x)) va finotatd cu U , . Primul registru al acestui

circuit se numeste registru de date, al doilea se numeste registru destinatie.
Aceasta transformare poate fi scrisd mai explicit astfel:

100) —10, £(0))

|01) —|0,—¢(0))

|10) — |1, £(1)

11) - |1~ (1))
Deoarece f :{0,1}+{0,1} se observa ci numarul functiilor posibile este
|{0,1}| ><|{0,1}| =2x2 =4 . Explicit, aceste functii sunt:

foo(x) fm(x) flO(x) fn(x)

de baza

stare se poate transforma n altd stare computationala de baza, si anume

x=0 0 0 1 1
x=1 0 1 0 1
Considerand fiecare astfel de functie, matricele transformarilor astfel obtinute sunt:
1 00O 1 00O 0100 0100
0100 1 0 0 00
10 01 0 o 10 0 0 1 10 01 0 10 0 0 1
0 0 01 0010 0 0 01 0010
Sau, in scriere prescurtata:
- i 0 0
i =i 0 0
U, = '

0O 0 j =

Se observa usor ca matricea asociata acestei transformari este unitara: U ; xU £ = 14, ceea
ij y

ce justifica existenta unui circuit cuantic care s-o implementeze.
Se considera asadar circuitul din figura de mai jos, care aplica transformarea U , unei stéri

compuse.
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Figura 10. Circuit cuantic pentru evaluarea simultana a valorilor lui f

Folosind o poartd Hadamard, registrul de date al circuitului U ; este pregatit in starea:

10)+[1)

{—} . Tinand cont de liniaritatea circuitelor cuantice si de definitia circuitului U , se

V2
obtine urmatoarea succesiune de stari:
0)+|1) v, [0.£(0)+[1f(1)
00) 1 | 0) —£ -
joo) 2 |22 o LI,

Aceasta stare finala este remarcabila! Cei doi termeni care alcatuiesc suma contin informatie
atat despre f (0) cat si despre f (l) , si nu trebuie uitat faptul ca functia f a fost aplicata intr-

un singur pas. Este ca si cum s-a evaluat functia f (x) simultan pentru cele doua valori ale lui
x , 0 caracteristicd cunoscutd sub numele de ,,paralelism cuantic”. Spre deosebire de

paralelismul clasic, unde mai multe circuite, fiecare construit sa calculeze f (x) , sunt activate
simultan, aici un singur circuit construit sa calculeze f (x) este folosit pentru a evalua functia

simultan, pentru mai multe valori ale lui x, folosind abilitatea unui calculator cuantic de a se
afla in superpozitie de mai multe stari diferite.

Aceasta procedura poate fi usor generalizata la functii pe un numar arbitrar de biti, folosind o
operatie generald, cunoscuta sub numele de transformare Walsh-Hadamard. Aceasta este de
fapt doar o compunere de n porti Hadamard care actioneaza in paralel pe n qubiti, si se

noteaza H®".

10) H
10) H
1
= 2%
I \/Z_nxe{o,l}"
: n porti
!
10) H

Figura 11. Transformarea Walsh-Hadamard pe r qubiti

De exemplu, in cazul n =2 folosind qubiti preparati initial in starea computationald de baza
|0> , se obtine la iesire starea



10)+|1) || |0)+1) | _|00)+|01)+|10)+|11)
e
Prin generalizare, dupd aplicarea transformarii Walsh-Hadamard pe n qubiti, toti aflati initial
in starea |0) , se obtine:

®n
o) s L o 2| %)
xe{0,1)"
unde suma este peste toate valorile posibile ale lui x .
Asta inseamna ca, transformarea Walsh-Hadamard produce o superpozitie egala de toate
stirile computationale de baza. in plus, face asta foarte eficient, producind o superpozitie de

2" stari folosind numai # porti.

Evaluarea cuantici paraleld a unei functii f :{0,1}" > {0,1} poate fi efectuati astfel. Se
prepara o stare formata din n+1 qubiti: |0> ®n| O> , apoi se aplicd transformarea Walsh-
Hadamard pe primii n qubiti, urmata de circuitul cuantic implementand U . Ansamblul

acestor transformari produce secventa de stari:

®n H®n
10)™"[0) \/— 2|} 0) —— \/— 2 x)f ()
x{0,1}" 27 xeloa)
Intr-un sens, paralelismul cuantic permite evaluarea simultana a tuturor valorilor posibile ale
lui f, cutoate cd, aparent, functia s-a evaluat numai o singura data. Totusi, acest fel de

paralelism nu este imediat si folositor. In exemplul initial, pe un qubit, masurarea starii finale

intoarce |0, f (0)> sau |1, f (1)}! Similar, in cazul general, mdsurarea stdrii Z|x>| f (x)>
xe{0,1}"

intoarce numai f(x) pentru o singura valoare a lui x . Bineinteles ci un calculator clasic

poate face acelasi lucru foarte ugor. Calculul cuantic are nevoie de ceva mai mult decat

simplul paralelism cuantic pentru a putea fi folositor; are nevoie in plus si de posibilitatea de

a extrage informatia referitoare la mai multe valori ale lui f (x) din stdri compuse ca

Z| x>| f (x)> . Algoritmul lui Deutsch este un exemplu de cum se poate face asta.
x{0,1}"

2.2. Algoritmul lui Deutsch

Folosind drept exemplu o varianta simplificata a acestui algoritm, se poate demonstra felul in
care circuitele cuantice pot depasi In performante circuitele clasice. Algoritmul lui Deutsch
combinad paralelismul cuantic cu o altd proprietate a mecanicii cuantice, cunoscuta sub
numele de interferenta. Circuitul care implementeaza acest algoritm este prezentat in figura
de mai jos.



f f f f

|'//0> |‘/’1> |‘/’2> |‘//3>

Figura 12. Circuit cuantic care implementeazi algoritmul lui Deutsch

Succesiunea stdrilor incepe cu starea initiala formata din 2 qubiti, fiecare in stare
computationald de baza:
[wo) =[0)1)

Dupa trecerea prin portile Hadamard, starea devine:

B

Folosind definitia transformarii |x y> U%f| X y®f (x)> se obtine:

|x>[|0>\/_—2|1>} v, MPO@JC >\/_—|1(-Bf( )q
g e

_ |x>{—%}daoé flx)=1

Aplicand aceasta transformare la starea |l//1> se obtine:

)| ELEVETIOD_ o lo+0 2 l0- )
’ 2 2 72 2

i{|0>+ll>}{|0>—ll>} daca £(0)= £(1)

x)=0

(- 1)f(x)|x>{|0>\/__2| lq

\w,) = V2 V2
L0 =T loy-[n]
_{ 7 }{ 7 },dacaf(O);tf(l)

In continuare, portile Hadamard finale conduc la starea:
~ +|0)|1), daca £(0)= £(1)
| 3>_{i|1>|1>, daci £(0)= £(1)
Din definitia sumei modulo 2, se observa ca £(0)® £(1)=0 daca f(0)= f(1), si
f (0) ®@f (1) =1 daca f (O) % f (1) . Astfel, starea finald se poate re-scrie in format prescurtat:



) == f(0)® F))1)

Asadar, prin misurarea primului qubit se poate determina direct suma modulo 2 f(0)® £(1).
Aceasta este o proprietate intr-adevar foarte interesanta: acest circuit cuantic ofera
posibilitatea de a determina o proprietate globala a functiei f (x), f :{0,1} {01}, si anume
f (O) ®f (1), prin efectuarea unei singure evaluari f (x) Asta este de doud ori mai rapid
decit este posibil cu 0 magina clasica, care ar avea nevoie de cel putin doud evaluari: f (0) si
f).
In acest exemplu este subliniata diferenta dintre paralelismul cuantic si algoritmii
[0)[ £ (0)+[1) £ 1)

V2

corespunde indeaproape cu un calculator clasic probabilistic care evalueaza f (O) cu

probabilistici clasici. La prima vedere, se poate considera ca starea

probabilitatea ;, sau f (1) cu probabilitatea ; Diferenta consta in faptul cd intr-un

calculator clasic, aceste doud alternative se exclud reciproc; intr-un calculator cuantic este
posibil ca cele doua alternative sa interfereze reciproc pentru a produce o proprietate globala
a functiei f, folosind portile Hadamard pentru a recombina diferitele alternative, aga cum a

fost facut in algoritmul lui Deutsch. Esenta arhitecturii multor algoritmi cuantici consta 1n
faptul cd alegerea potrivita a functiei si a transformarilor finale permit determinarea eficienta
a unor informatii globale despre functie — informatii care nu pot fi obtinute la fel de repede cu
un calculator clasic [21].

2.3. Algoritmul Deutsch-Jozsa

Algoritmul lui Deutsch prezentat anterior este un caz simplu al unui algoritm cuantic mai
general, si anume algoritmul Deutsch-Jozsa care rezolva urmatoarea problema.

2.3.1. Problema Deutsch-Jozsa

Se consideri o functie f :{0,1}" — {0,1} despre care se stie ci este ori constanti, ori
balansata. Se cautd un algoritm determinist cat mai eficient care sa decida tipul functiei.
Functia f este constantd daca si numai daca satisface una din urmatoarele doud conditii:

(V)xe {01} = f(x)=0
(V)xe {01} = f(x)=1
Functia f este balansati daca si numai daci existi multimile A < {0,1}"si B < {0,1}" care si
satisfaca simultan urmatoarele proprietati:
AuB={01}"
(V)xe A= f(x)=0
(V)xe B= f(x)=1
==
Cu alte cuvinte, se spune ca f este balansata daca f (x) =0 pentru exact jumatate din
argumente si f(x)=1 pentru cealaltd jumatate.
Folosind un algoritm clasic determinist aceastd problema se poate rezolva astfel: se genereaza

pe rand elementele x e {0,1}" si pentru fiecare, se calculeazi f (x) In cazul in care s-a obtinut
o valoare diferitd de cea anterioara, se poate spune sigur ca functia este balansatd. Daca dupa



ce s-au calculat 2" +1 valori s-a obtinut mereu acelasi rezultat, se poate spune cu
certitudine ca functia este constanta. (Daca functia nu ar fi constanta, atunci este obligatoriu

< N . . A -1
balansati, caz in care ia aceeasi valoare in exact 2" puncte).
Schema algoritmului clasic determinist este urmatoarea:

1. alege xe {0,1}"

2. initializeaza A ={0,1}" —{x}

3. initializeaza B = {x}

4. initializeaza y, = f(x)

5. daca |B| > 2" atunci intoarce ., J constanta”
6. alege xe A

7. calculeazad y=f (x)

8. dacd y # y, atunci intoarce ,, f balansatd”
9. Yoy

10. A« A—{x}

11. B« Bu{x}

12. reia de la pasul 5.
Asadar, in cazul cel mai nefavorabil, cand f este constanta, acest algoritm are complexitatea

exponentialda 02" +1).

Aceasta problema poate fi formulata si in termeni probabilisti, caz n care poate fi rezolvata
de un algoritm clasic probabilist mult mai eficient.

2.3.2. Problema Deutsch-Jozsa probabilista

Se consideri o functie f :{0,1}" — {0,1} despre care se stie ci este ori constanti, ori
balansata. V& > 0, probabilitate de eroare, se cauta un algoritm probabilist cat mai eficient
care sa decida tipul functiei cu probabilitatea 1 —¢€.
Algoritmul clasic probabilist care rezolva aceasta problema este asemanator cu
corespondentul sau clasic determinist. O diferentd importanta este modul in care se aleg
elementele xe A:

- in cazul determinist, elementele se aleg la rind (se observa ca A este o multime
ordonata: (V)x, yeA=>x<ysauy<x)

- n cazul probabilistic, elementele se aleg in mod pur aleator
De asemenea, 1n cazul algoritmului clasic probabilist, deoarece nu se necesitd un raspuns

-1 . . o ..
exact, ne este necesar a se calcula 2" +1 valori pentru f, ci un numar mai mic, dependent

de e : M, < 271 11, Astfel, pasul 5. din algoritmul clasic determinist se Tnlocuieste in cazul
algoritmului clasic probabilist cu:

Se observa ca acest algoritm probabilist nu greseste niciodata cand functia este constanta,
adica nu va cataloga niciodata drept balansata o functie care este de fapt constantd. Dar, daca
functia este de fapt balansatd, exista riscul ca acest algoritm sa o catalogheze drept constanta.

Asta se poate intampla cand in cei M, pasi s-a obtinut mereu aceeasi valoare pentru f .



La primul pas al algoritmului probabilist, tindnd cont ca f este balansata, probabilitatea de a

n—1

obtine valoarea y, € {0,1} la evaluarea y, = f (xo) cu xg € {0.1}" este Do =

n

La pasul al doilea, probabilitatea de a obtine valoarea y; = y, € {0,1} la evaluarea y; = f (xl)

2"
cu x; € {0,1}" —{x,} este p; = po % —.
2" -1
Dupa pasul M., probabilitatea de eroare poate fi scrisd asadar ca:
L L | oM.+l 1 1 11
E=p = X XX SoXoXoo=—
Mesl —pm o ] 2"-M,+1 2 2 2 M

Se observa deci ca:
log,e<-M,

1
M, <log,—
£
Asadar ruland algoritmul pentru log, 1 pasi, obtinem un raspuns corect cu probabilitatea de
€

eroare aleasa. Complexitatea algoritmului clasic probabilist este deci O(logz l} — nu
€

depinde de dimensiunea problemei ci numai de probabilitatea de eroare aleasa.

2.3.3. Circuitul cuantic Deutsch-Jozsa

Revenind la problema Deutsch-Jozsa generala (deterministd), ea poate fi rezolvata folosind
un algoritm cuantic al carui circuit este prezentat mai jos.

|o>®”—

f f f f

|'//0> |V/1> |V/2> |V/3>

Figura 13. Circuit cuantic care implementeaza algoritmul Deutsch-Jozsa general

Acest circuitul este foarte asemanator cu cel care implementeaza algoritmul lui Deutsch,
singura diferenta constand in faptul ca registrul de date al circuitului U ; este pe n qubiti,

deoarece f:{0,1}" — {0.,1}.
Primii n qubiti sunt pregdtiti fiecare 1n starea computationald de baza |0> , In timp ce qubitul
n+1 este pregdtit In starea computationala de baza ‘1} . Circuitul este deci 1n starea initiala:

[wo) =[0)™"]1)

Dupa trecerea prin portile Hadamard, asa cum s-a vazut anterior, starea devine:



onyyy _HOH ! 0)-11)
o) =10)1) =2 |wl>lﬁ zm}{T
27 xefoay
Registrul de date este pregatit astfel in superpozitie de toate starile computationale de baza,
iar registrul destinatie este intr-o stare de superpozitie echilibrata intre |0> si \1} .

Asa cum s-a aratat la algoritmul lui Deutsch,

of 212 ey i f Y]

Dupa trecerea prin circuitul cuantic liniar U ,, starea devine deci:

RSN | DA L sy [19-1
i 7] v e 2]

In aceasta stare, evaluarea functiei f este pastrata in amplitudinile primilor » qubiti aflati in
superpozitie. Acesti qubiti sunt supusi unui proces de interferenta folosind circuitul Walsh-
Hadamard. Pentru a putea evalua starea |1//3> sunt necesare cateva detalii despre portile

Hadamard.
Starile computationale de baza pe un qubit sunt procesate de poarta Hadamard dupa cum
urmeaza:

H|0>=|0>\/%|1>
H|1>=M

In general, pentru o stare computationald de baza |x> pe un qubit se poate scrie:

> a.|2)

_ z{0,1}

V2

H|x> ,undeaoo :1, ap| :1, apo :1, ag =-1

217 2)

{01}

V2

Considerand o stare initiald computationald de baza pe doi qubiti:

S T YR 2)
H x5, = 1] )] )] = =08 <o) _ aacon

V2 V2 J22

Observand ci a,, =(~1)"7, rezulta cd H|x)=

Generalizand se poate scrie:
z (_ 1)x1'11+x2'22 Tt Xy 2y

T T (A
[2]’1

®n
H ‘ X1 X5 .. X, > =
Definind x-z = (xlxz...xn )- (2122---Zn )= X121 + X2 +...+ x,,2,,, formula generald de mai sus

2 1))

H®"|x> _ z={0.1}"

Jar

21292y

devine:



Folosind aceasta formula se poate deduce acum:

R BRSO |0>—|1>} HE"H
| g T

) =% < Sl P

" efoay
—q)rets (x)| 2)

=y 3

1)
n n 2”
z€{0,1}" xe{0,1}
Starea pe n qubiti din registrul de date poate fi acum analizatd. Trebuie avut in vedere ca,
fiind vorba de o stare cuantica, amplitudinile stirilor computationale de baza a caror
superpozitie da starea |l//3 > , trebuie sa satisfaca relatia: suma probabilitdtilor este 1, adica:

Al =1.

i=0,2"-1
Y (1)t o
Amplitudinea starii |0> este Ay = Z —. Se deosebesc doua cazuri:
oy 2
L functia f este constanta. Daca f(x)=0 atunci Ay =1; daca f(x)=1 atunci

Ay =-1. In ambele sub-cazuri, probabilitatea de a obtine prin mésurarea starii

|3, valoarea 0 pentru fiecare qubit, este 1.

IL. functia f este balansata. In acest caz, Z(— 1)f () _ 0= A, =0, deci
xe{0,1}'
probabilitatea de a obtine prin masurarea starii |l//3> , valoarea 0 pentru fiecare
qubit, este 0.
Concluzionind, problema Deutsch-Jozsa generald poate fi rezolvata prin masurarea primilor
n qubiti din starea |1,y3 > . Astfel, daca fiecare qubit este 0 atunci functia f este constanta,

daca cel putin un qubit este 1 atunci functia f este balansata.
Trebuie mentionat cd in cazul algoritmului cuantic, evaluarea functiei f s-a facut o singura
data. Asta inseamna o Tmbunatatire de ordin exponential fatd de algoritmul clasic determinist

(care, in cazul cel mai defavorabil, evalueaza f de 24 ori).

In ciuda faptului ca algoritmul Deutsch-Jozsa nu are nici o aplicatie practici deocamdati, el
contine idei importante care au fost folosite si in cadrul altor algoritmi cuantici.

2.4. Codificarea supra-densa

Codificarea supra-densd reprezintd o aplicatie interesantd a principiilor mecanicii cuantice,
exemplificind un mod in care mecanica cuanticd poate fi folosita pentru procesarea
informatiilor [11].

Acest protocol de codificare este exemplificat in continuare folosind cele doua personaje
clasice implicate in transmisiile de date: Alice si Bob. Se presupune ca Alice este in posesia
unei informatii clasice pe doi biti (codificata in mod standard astfel 00,01,10,11), pe care
vrea s o transmitd lui Bob folosind un canal de comunicatie la distantd. Se poate arata ca
aceasta transmisie poate fi efectuata prin transferul unui singur qubit.



Astfel, trebuie presupus initial ca Alice si Bob Tmpartédsesc initial o pereche de qubiti aflati In
00)+(11) A L -

starea EPR: |l//0> = T Alice este Tn posesia primului qubit, in timp ce Bob se afld in

2

posesia celui de-al doilea. Aceasta este o stare initiald fixatd, nu este nevoie de nici un

transfer de qubiti pentru a pregati aceasta stare. Se poate presupune de exemplu ca aceasta

stare a fost pregatitd anterior de cineva care a transmis apoi un qubit lui Bob, iar pe celilalt

lui Alice.

Alice _[00)+]11) Bob
| l//O > \/5
qubit 1 qubit 2

Figura 14. Starea initiala pentru codificarea supra-densia

In continuare, in functie de informatia clasica pe care vrea s o transmitd, Alice aplica unul
din operatorii Pauli asupra qubitului aflat in posesia sa. Astfel:
- daca vrea sa transmita 00, aplicd [ = |0><0| + |1><1|, rezultind starea
110)®1|0)+1|1)®1|1) |00)+]11)
=I®I = =
Woo) ¥o) NG NG

, rezultand starea

- daca vrea sa transmita 01, aplica X = |O><1| + |1><0
X|0)®1/0)+ X|1)®1|1) |01)+]10)
|l//01> |‘//0> B B

- daca vrea sd transmita 10, aplicd Z =|0)(0|—|1)(1|, rezultdnd starea

V10) =Z @ I|py) = Z|0>®I|OE/J%Z|I>®I|I> i |00>\/__2|11>

, rezultand starea

- daca vrea sa transmita 11, aplica Y = |0><1| —|1><0
iY|0)®1)0)+iY|1)®1|1) _|01)—|10)

=iY®I =
|l//11> l |l//0> \/E \/5
Alice v)= 0)®] )+ (1)1 —w) Bob
qubit 1 qubit 2

Figura 15. Starea de dupa aplicarea operatorului Pauli

Deoarece, asa cum se poate verifica prin calcul direct <l// o |V zt> =0,y » stérile V/xy>
(cunoscute sub numele de stéri Bell, baza Bell sau perechi EPR) sunt ortonormate. Ele

formeaza deci o baza ortonormata n spatiul starilor |l//> .



Alice trimite acum qubitul sdu lui Bob.

10)®]y) + C1*[1-w) Bob

‘l//xy>: \/5

Alice

A
v

qubit 1
qubit 2

Figura 16. Bob este acum in posesia ambilor qubiti

Aflandu-se in posesia ambilor qubiti, Bob poate efectua o masuratoare de proiectie n baza
Bell. El defineste in acest sens patru operatori de mésurare (proiectii):

Py :"//xy ><'//xy
Presupunénd cd starea ‘l//xy> este cea reala, probabilitatea de a obtine rezultatul xy este in

,unde x=0,1 i y=0,1

acest caz:

plxy)= (¥ [Py Wy ) =15
iar daca starea |‘//rz> este cea reald, probabilitatea de a obtine rezultatul xy este:

plxy)= <V/tz |ny|l//tz> =0,(V)z # xy
Bob poate afla deci cu certitudine valoarea xy care reprezinta exact informatia pe care Alice
i-a trimis-o.
In concluzie, Alice, interactionind numai asupra unui singur qubit i-a putut transmite lui Bob
doi biti de informatie. Bineinteles cd in acest protocol iau parte doi qubiti insd Alice nu
interactioneaza decat cu unul dintre ei, si doar acesta este trimis prin canalul de comunicatie.
Se observa ca masurarea de proiectie folosita nu schimba starea sistemului. Astfel,
presupunand ca rezultatul mésuratorii este xy, rezultd cd starea de dinaintea masuratorii a fost

‘W xy> . Starea de dupa efectuarea masuratorii este deci:

Vi) W)V
v1) = =
plxy) I
In termeni informationali, acest fapt se traduce prin posibilitatea citirii informatiei primite de
oricite ori este necesar. Este garantat ca de fiecare data se va citi acelasi rezultat.
Functionarea acestui protocol s-a bazat pe presupunerea ca Alice si Bob impartasesc o stare
initiala Bell, fiecare fiind in posesia unuia din cei doi qubiti. Trebuie accentuat Tnsa faptul ca
aceasta stare initiald este independenta de informatia pe care Alice o va transmite. O
generalizare pentru mai multi biti este posibild in felul urmator: pentru a transmite 2n biti de
informatie, Alice si Bob trebuie sd impéartaseasca o stare ,,entangled” (complicata) formata
din 2n qubiti: n qubiti se gdsesc in posesia lui Alice iar ceilalti n 1n posesia lui Bob. De
fiecare datd cind vrea sa transmita 2 biti, Alice aplicd un operator Pauli asupra unui qubit, si
trimite qubitul rezultat lui Bob. La randul sau, Bob aplica o masuratoare de proiectie asupra
starii formate din qubitul primit si perechea sa entangled.
O alta caracteristica utild a acestui protocol se desprinde din urméatoarea observatie. Se
presupune existenta unui al treilea personaj, Eve, cu rol negativ, care ascultd canalul de

P,

ny>_‘%y>



transmisie folosit de Alice si Bob. Eve intercepteaza asadar qubitul trimis de Alice si doreste
sd intre in posesia informatiei transmise.

Alice v >=|0>®|y>+(—1)x|1>|ﬁy> Bob
qubit 2
Eve
qubit 1

In acest scop, Eve va trebui s efectueze o masuritoare asupra qubitului interceptat. in cazul
unei masuratori generale, ea defineste o serie de operatori pozitivi E,, pe care i va aplica
asupra qubitului 1.

Presupunénd cd starea ‘l//xy> este cea reald, probabilitatea de a obtine rezultatul m este in

acest caz:

plm)=(y |E, ® 1y, )= |O>®|y>+g)x|l>|ﬁy>’E'"|O>®|y>+g)XE'"|l>|ﬁy>

(0]E,|0) + (1], T)
2
Deci, probabilitatea de a obtine unul din rezultate este aceeasi, indiferent de starea reala de
dinaintea efectudrii masuratorii. In concluzie, desi Eve poate intra in posesia qubitului trimis
de Alice, Eve nu poate afla informatia transmisa de Alice. Acest protocol este garantat a fi
sigur, cu conditia suficientd ca qubitul aflat in posesia lui Bob sa fie péstrat strict secret.

2.5. Teleportarea cuantica

Teleportarea cuantica este o tehnica de transmisie a starilor cuantice, putind fi folosita chiar
in absenta unui canal de comunicare cuantica care sa lege transmitatorul starii cuantice de
receptor [17].

Acest protocol de transmisie este exemplificat in continuare folosind cele doud personaje
clasice implicate in transmisiile de date: Alice si Bob. Misiunea lui Alice este de a transmite
lui Bob un qubit aflat intr-o stare oarecare |l//> . Restrictiile la care Alice trebuie sa se supuna
sunt [42]:

- Alice nu cunoagste starea pe care trebuie sd o transmitd. Deoarece nu detine decét o
copie a qubitului ce se doreste transmis, Alice nici macar nu poate afla care este starea
respectiva. Pentru a afla starea |y/> in care se afla qubitul, Alice ar trebui sa efectueze
o masurare; dar prin asta s-ar distruge starea ce se doreste transmisa.

- Intre Alice si Bob nu existd decat un canal de transmisie digital, clasic. Acest fapt
complica situatia si mai mult, deoarece chiar daca ar cunoaste starea |y/> pe care

doreste sa o transmita, ca s-o transmita Alice ar avea nevoie de un numar infinit de
biti clasici pentru ca |l//> ia valori in spectrul continuu al numerelor complexe.



Solutia pe care Alice o poate adopta este urmatoarea. Aceasta solutie se bazeaza pe
presupunerea cad Alice si Bob Tmpartasesc initial (inainte de a fi separati prin canalul de

|00) +|11)
—5

transmisie clasic) o pereche de qubiti aflati in starea EPR: |1300>

Pe scurt, pasii pe care Alice si Bob trebuie sa-i urmeze sunt [75]:

Pas 1. Alice si Bob initializeaza perechea EPR. Alice ia 1n posesia ei unul din cei doi
qubiti, in timp ce Bob 1l ia pe celilalt.
Pas 2. Alice interactioneaza qubitul |l//> ce se doreste transmis cu primul qubit din

perechea EPR (cel care se afla in posesia sa). Alice obtine astfel unul din cele patru
rezultate clasice posibile: 00, 01, 10, sau 11.

Pas 3. Alice transmite cei doi biti obtinuti lui Bob.

Pas 4. In functie de rezultatul primit, Bob efectueazi o operatie (una din patru
posibile) asupra qubitului sau din perechea EPR. Starea finala a acestui qubit va fi

perfect identica cu starea initiald |y/).

Circuitul cuantic care prezinta in detaliu protocolul de teleportare cuantica este descris in
figura de mai jos.

oo __Alice _________
v) E H
)
U N e T
~ AlicesiBob | ==
t t bt t
o) 1) IZY2Y W4)

Figura 17. Circuitul cuantic pentru teleportarea unui qubit

Initial, Alice si Bob trebuie sa-si pregateasca o pereche EPR pe care apoi s-o Tmparta. Asta se
poate realiza folosind un circuit compus dintr-o poartd Hadamard si o poarta CNOT care

actioneaza asupra a doi qubiti pregatiti In starea computationald de baza |0> . Astfel, starea
initiala este:
[wo) =[)0)/0)
[0)+])
N
|00>+¢1o>

Dupa aplicarea portii Hadamard care transforma qubitul |0> in starea devine:

0)=lv)—7%—

Circuitul CNOT care urmeaza inverseaza cel de-al doilea qublt de intrare daca si numai daca
primul qubit este 1n starea \1} . Se obtine asadar starea:

|Wl>_|,/,>|0>+|1>



00)+|11
) =) <y )
Se observa ca ultimii doi qubiti sunt acum intr-o stare EPR. Din acest moment se poate
considera cad Alice si Bob se despart, ludnd cu ei fiecare cite un qubit din perechea EPR. Ei
nu mai pot comunica de acum in colo decét prin canalul de comunicatie clasic digital.
Pana acum, prelucririle nu au depins deloc de starea qubitului ce se vrea transmisa. In
continuare, se defineste aceasta stare ca fiind:

|v) = al0)+5[1)
Starea sistemului total format din trei qubiti, dintre care primii doi apartin lui Alice iar cel de-
al treilea apartine lui Bob, se scrie asadar:

|l//2>:(a|0>+b|1>)|00>\/+_|11> \/_[|0(|00 )+ [11))+5{1)(00) +|11))]

Alice aplicd din nou o poartd CNOT, starea sistemului devenind:
w@>:5§bmmm»+pnp¢pmu»+mgn

Apoi, asupra primului qubit se aplicd o poartd Hadamard care transforma qubitul |0> in

|0)+[1) 0)-[1)
V2 ﬁ

|0>+|1>(]00>+|11>)+b

, starea sistemului devenind astfel:

0

si qubitul |1) in

_2|1>(|10>+|01>) =

w»:gw )+ [D)00) + 1))+ 5(0) = 1) 10) + |on)]

Desfacand parantezele rotunde si regrupand termenii se obtine:

lwy)= [a|000 )+a|011) +a|100) + a|111) +5[010) +5[001) — 5| 110) - {101)]

va) = —HOO )(a]0)+6[1))+|01)al1) +[0)) +[10){a]0) ~ 5{1))+[11){a]1) ~ 5 0) )]
La pasul urmator, Alice efectueaza asupra sistemului sau format din doi qubiti o0 masuratoare
in baza formata din vectorii ortonormati |m;m, ), cu my,m, € {01}, adica|00),|01),/10),|11).
Conform principiului de masurare din mecanica cuanticd, asta iTnseamna ca asupra celor doi
qubiti aflati in posesia lui Alice se aplica operatorii de proiectie Pom, = |mlm2 ><m1m2 | .

Alice obtine urmétoarele rezultate:

e 00 cuprobabilitatea p(00) =(y4|Pyo ® L1 |py) = i , starea urmatoare fiind

Poo @ I1|yy)

)" 00)(a|0) +5[1))

|w5(00)) =

* 01 cu probabilitatea p(01)=(y [Py ® I,|w,) = i starea urmatoare fiind

1) = Py ® I|wy)

lws(01) oD =01)(d[1) +5|0))



* 10 cu probabilitatea p(10)=(y, [Py ® I,|y4) = % , starea urmdtoare fiind

s10) = 2 222 10 )

* 11 cu probabilitatea p(11)= <l/l4 |P11 ®1 2| l//4> = %, starea urmatoare fiind

1) =2 - of)

Alice i poate transmite acum lui Bob rezultatul masuratorii efectuate, sub forma a doi biti
mym, , folosind canalul de comunicatie clasic. In functie de rezultatul masuritorii obtinut de
Alice, qubitul lui Bob va fi Intr-una din starile:

* 00> |ys;(00)) =al0)+b1)

* 01 |psp(01)) =all)+5|0)

* 10 |ws5(10)) = d|0)-b|1)

o 1l |ysp(11))=d|1)-50)
Primind cei doi biti de la Alice, Bob poate acum sd refaca starea originala |1,V >, incheind

astfel protocolul de teleportare. Portile pe care Bob trebuie sa le aplice depind de cele patru
cazuri. Astfel:

e Daca primeste m;m, =00, Bob nu trebuie sa mai faca nimic. Qubitul sdu este deja in
starea dorita |y/ >

e Daca primeste m;m, =01, Bob trebuie sd aplice o poartd X , deoarece
X (a[1) +5]0)) = a|0) + B[1) = |).
e Daca primeste m;m, =10, Bob trebuie sd aplice o poartd Z, deoarece
Z(a|0)—|1)) = a0) + 1) = ) .
e Daca primeste m;m, =11, Bob trebuie sd aplice mai Intdi o poartd X , apoi o poarta
Z, deoarece ZX (a|1> — b|0>)= Z(a| 0> - b|1>)= a|0> + b|1> = |l//> .
Scriind In mod condensat pentru a cuprinde toate cele patru cazuri: daca primeste m;m,, Bob
trebuie sd aplice mai intai poarta X ™ , apoi poarta Z" .
Astfel, in final, Bob este in posesia unui qubit aflat Tn starea |l//> , aceeasi 1n care s-a aflat la

inceput qubitul care se dorea teleportat.
Trebuie accentuat faptul ca teleportarea cuanticd nu contrazice in nici un fel postulatul teoriei
relativitatii restranse, conform caruia informatia nu poate fi transmisa cu o vitezad mai mare ca

viteza luminii in vid. Bob nu poate reproduce starea |1//> decat dupd ce primeste rezultatul
masuratorii efectuate de Alice, rezultat care se transmite pe cale clasica, deci cu viteza
limitata.

Pentru a demonstra ca Bob nu poate reconstitui singur starea |y/>, se considerd operatorul

densitate al intregului sistem, imediat dupa efectuarea masuratorii de catre Alice:

P = 15 (00) w5 (00) +lyrs D)y 1)+ ws (0 s (10)]+lyrs 1)y 1)



p™ :Hoo><00|(a|o>+b|1>)(a*<o|+b*<1|)+|01><01|(a|1>+b|o>)(a*<1|+b*<o|)
+[10)(10{la0) = o1)a” (0] =" (1} 1 1)(11{eft) - 0D (1|~ o]

Aplicand o urma partiala asupra sistemului rezultd matricea densitate pentru sistemul restrans
la Bob:

p® =1y (p*)= [a|0 )+ b1 (0] + 5™ (1])+ (a[1) + 8] 0))a” (1] + 5*(0))
+al0) —p[1)a” (0] =™ (1])+ ] 1)~ ] 0)a™ (1]~ " (0]
2faf + b Jo)o] + 2P + 21
4

_ [0) 0]+ 1)1
2

_I

T2

Se observa ca aceasta stare in care se afla sub-sistemul lui Bob nu depinde deloc de starea
initiald |l//> De aceea orice masuratoare efectuata de Bob nu va contine nici o informatie

despre |y).
Trebuie remarcat de asemenea ca teleportarea cuantica nu produce nici o copie a starii de
teleportat. La un moment dat, numai un qubit se afld in starea |y). La sfarsitul procesului,

qubitul aflat initial in starea de teleportat |) se va afla in final intr-una din starile

computationale de baza |0) sau |1), pentru ci asupra lui se efectueazi o masuratoare.

Teleportarea cuantica aratd posibilitatea de inter-schimbare a unor resurse diferite,
demonstrand cd o pereche EPR impreuna cu doi biti de comunicatie clasici este o resursa cel
putin identica cu un qubit de comunicatie. Acest fapt se foloseste In constructia unor porti
cuantice rezistente la zgomot si In corectarea erorilor de transmisie cuantice.



3. Reprezentare grafica

3.1. Urma unui operator

Oricdrui operator A peste spatiul Hilbert V' de dimensiune » 1 se poate asocia 0 matrice
patratici complexa a;; [an] definita pentru o baza ortonormata |v;)..|v, ) astfel [41]:

a : Vi|A‘Vj>,Vl,] :l,n.
Daci se considera doud baze ortonormate diferite |v, )..|v, ) si |w;)..|w, ), matricele asociate

sunt alyj |A| ]> respectiv a |A| >

Deoarece vectorii din cea de-a doua baza sunt de fapt combinatii liniare de vectorii din prima

baza, rezultd ca se poate scrie
n

[wi) = 2, e[ wi)lvie) -

k=1

De aceea, matricea aff[n X n] se poate deduce din matricea a” [n X n] astfel:
y g

= |A|w,->=[i<vk|wi>|vk>,Ag<w|w,->|w>j=

lil<vk|wi>*<vk Ay = S ) a (o w)

k
‘w j> se observa ca matricea u;; [nxn] este unitara. Intr-adevar

TU)l] Zn:M Ui = Z<Vk|Wi>*<vk|Wj>:Zn:<wi|vk><vk|wj>:

k=1 k=1 k=1

n
(w; |{Z|Vk><vk |J|Wj>:<wi|ln Wj>:5ij
k=1
Deci, prin schimbarea de baza se obtine o matrice asociata similara cu matricea originala:

AY=UTA"U.
Se defineste urma unei matrice patratice de ordin » :

A)= Zn: aj;
i=1

Notand wj = <v-

1

<

Urma unei matrice este ciclica:

tr AB Zn:ialkbkl —ZZbkl ar =tr BA)

i=1 k=1 k=li=1
Urma unei matrice este liniara:

tr(A+B)= Za”+b,, Za”+2b,,— A)+tr(B)

tr(cA) = anii = cz a; = ctr(A).
i=1 i=1
Si urma adjunctei unei matrice este conjugatul urmei matricei:



*
n n
ola')- S| S| <ty
i=1 i=1
Deoarece urma este invarianta la transformarea de similaritate:
wlvtav)= wlvuta)=u(a),
si asa cum s-a ardtat mai sus, schimbarea de baza Tnseamna aplicarea unei transformari de

similaritate asupra matricei asociate, rezultd ca se poate defini urma unui operator peste

spatiul vectorial V' ca fiind urma oricarei matrice asociate corespunzatoare unei baze
ortonormate.

Daca | j>, j =1,n este o bazad ortonormatd in V', se observa ca:

Vik=Lnsij#k: w(j)j)=1si «(j)k|)=0 si t(z,)=

3.2. Spatiul vectorial al operatorilor liniari

Multimea L, , formata din operatorii liniari care se pot defini pe un spatiu Hilbert V', este la

randul sdu un spatiu vectorial peste multimea numerelor complexe [18] pentru ca:
- suma a doi operatori liniari A si B este un operator liniar:

A
(A+ B){Zci|vi>J:A{zci|vi>J+ B(Zci|vi>J = ZCiA|Vi>+ ZCiB|Vi> =
i i i i i
:Zci(A|Vi>+B|Vi>)=Zci(A+B]Vi>
i i
- daca A este un operator liniar §i ¢ este un numar complex, cA este un operator

liniar: CA(ZcAmjiA(;ccilvi>J=ZilcicA|Vi>

i
A
- existd un element zero: operatorul O definit prin 0| v> =| 0>.

A
Pe spatiul Ly, se poate defini astfel un produs scalar: (A, B):tr(ATB) Se observa ca aceasta

definitie satisface proprietétile produsului scalar [20]:
- este liniar 1n al doilea argument:

i i i i
- este conjugat comutativ:

(4.B)=tla’B)=u(Ba’)= tr((BAT )Tj —u(B"A) = (B.A)

- este pozitiv: (A, A)= tr(ATA) Zaljau Z|a,~j|2 20, egalitate daca si numai daca
iJ
(Vi, jla; =0 A=0

Se considera spatiul vectorial V de dimensiune »n si se noteaza cu | j>, j= I,_n o baza

ortonormata in V . Urmdtorul set de n’ operatori formeaza o baza ortonormatd in Ly, :



M Vjik=Lnsik>j
Ay = M Vik=lnsij>k

)il Vi=ln

Operatorii A j sunt Hermite:

[i)k|+ k)
N
— k)] + i)k
V2

|l Wi=Ln

Vjik=Lnsik> j

Al = . Vik=Lnsij>kt=Ay

Operatorii A j; sunt normati:

of (LSRRG IRGTHMEY) o f Cimsies
N e P
(AN, Vj=1ln

1 —
—trl( k) k|+| )| Vjik=lLnsik>j
G EOELHM. Sk=tnsik>g o

= %tr(lk><k|+|j><j|), Vik=Lnsij>k=1{1, Vjik=Lnsij>ky=1
wl (il vi=Ln L ¥j=Ln

Operatorii A j sunt ortogonali:



tr[p i)k |\/+E|kl><jl |J(|k2 )2 |\/+§|j2><k2 |J
)2 |

t{(l G |¢+5|k1 i |](i| i)y |}2,.| "

V2 V2

2
V2

V2

(ATkIAJzkz) = t{(_ﬂklxh|+i|fl><k1|J(i|12><k2|_i|k2><12

Jiky # Joky

((I Ji) |)(I 2){Ja |))

Pentru fiecare caz in parte, se aratd ca tr( Ak, ) 0
1 L,
Etr(l 7 =kysij # Jo
1
Etr(lkl ) ji = jasiky %k,
o (L [+ k)G | [k2)(a |+ 2 ke )
V2 J2 = Etf(lkl 2|l i =kysiky # j
ki > jysiky > jo 1
—tr(] j
2
0’

} ky > jisiky, > j,

B ki > jisij, >k,
tr((lfﬁ(kl |\75|k1><11 |j(l i) D} k> i
tr[(—i|kl><j1|+i| J'1><k1|j(|k2><jz|+|fz><k2 m Ji s kisiky > s
|JJ J1 >k s1j, >ky

ok e L o [FHRALLADNEL] |

" kz (G2 | +] 72 )k, | ks
(T
tr[(l i D{" ) ka Ut |B ja >k



i j2)(ka | =ik ) o |

V2

L)+ 1 )|

V2

|

ky > jisij, >k,

1

L )k [+ &y )i |
J2

ky > ji

o Josi]

)

étr(] i)k ki =y si i # &y
%ltr(]k1><j2|), 1 =ky siky # jp

) ji = Ja sik # Ky

étr(] ki )k,

%ltr(l j1><j2|), ky =k, sij) # jp

O,kl ;t.]z Sl]l -_»tkz $1J1 ;t.]z Slkl -_»tkz

\/%trq 1) ‘) ky=Jjysij1# Jo

1 Y e .
ﬁtrq ki ){J ‘) hi=Ja2sik # s

0,ky # jo sij1 # Jo

%ltfq ky ) ja ‘) J1=ky siky # jy

étrq Ji)ks ‘) ky=Jjysij #ky

— ik )|+ 1 )k |

[k )(g2 | +] 2 )(k2 |

V2

1

V2

|

J1 >k siky > j,y

— ik )y |+ i )k |

il jo (k2 | =ik )(J2 |

)

%tfq j1><j2 ‘)’ ky=kysij) # ja

%ltrq ky )k ‘) J1=J2siky £k,

0, jy ko siky # jysiky #kysijy # o

1 .
EtrQ ky )k ‘) Ji=J2siky £k,

1 S/ - ,
Etrq )2 ‘), ki =ky siji # Ja

|

J1>kisij, >k,

1

5 2

=il ky )(ir | + it )k |
2

J1>k

g,

)

-1 ..
Ttrq Ji )k, ‘) ky=jysij #k,

-1 . . . .
7“@ k) io )iy =ky siky #

0, jy # Jo stk #ky siky # jo sij) #ky

ﬁrrq k) ja ) i = ja siky # o

ﬁtrq J1)(Jz ‘) ky=Jjysii#Ja

0, jy # jo siky # Jo




1 N/ . .. .
*trq J1><J2 ‘) J1=kasijy # jp
. V2
tr q >< ‘ ‘k2><J2‘+‘J2><k2‘ 1
s N5 =5 kb i =5ty 2k =0
k2> 0,y #ky sij) # Ja

ﬁtrq i)k )y =z s gy # ks

“(q TR D Ll i) =k s s =0

. 72
12252 0,jy # jasij1 #ky

(70 N2 X2 ) _

J1#J2

3.3. Matricele Pauli
Cu notatiile de mai sus, daca V, este un spatiu vectorial bidimensional iar ca baza

ortonormata [43] se considera vectorii corespunzatori starilor computationale de baza |O> si

|1), atunci operatorii Hermite

Ago =[0)(0] Ay :w Ao :w An =1

formeaza o baza ortonormatd in Ly, .
O altd baza ortonormata in spatiul vectorial Ly, se obtine inlocuind primul si ultimul
operator cu suma, respectiv diferenta lor:

gy, <[ p _IDO+HOKI] - _RO[—i0KH] OO [
V2

\/5 10 \/E 11 \/5

Se observa ca cei doi operatori noi sunt Hermite:

5t - |00+

00 \/E
+_ |OXOI- X1 _
Bn=—p =8

si ca sunt normati:

tr(BgoBoo )= tr(|0><0\|/%| XY |0><0\|/-%|1><1|J = %tr(] 0)(0[+ |1><1|) =1

ol )= of PR ool

De asemenea cei doi operatori noi sunt ortogonali:




|0)CO]+[1)t] | 00| |11l | _ 1
e = L CUR RS
Si, mai departe, deoarece operatorii By, si B;;, obtinuti prin combinatia liniard a
operatorilor Ay, si A, apartin astfel sub-spatiului generat de Ay, si A;;, rezultd ca intregul

nou set de operatori este ortogonal.
Renuntind la conditia de normalizare, se obtin operatorii Pauli [19]:

o0 = 1> =|0)(0]+ 1)1
61=0, =X =[1o|+/o)1
02 =0, =¥ =i1)0]- o)
03 =0, =2 =[0)(0] |1}t

Matricele asociate operatorilor Pauli in baza formata din vectorii [0) si [1) sunt:

1 0
==y
o1
11 0

0 —i
O'zEO'yEYEi 0

I 0
03 =0, EZE|:O _1i|
Se pot verifica prin calcul direct (operatii cu matrice) urmatoarele proprietati ale matricelor
Pauli:
- sunt Hermite: O'II =0y, Vk = 0_,3

- sunt unitare: O'EO'k = O'kof = 0',3 =1,,Vk =03

e

GIEGXE

- folosind pentru Vk =13 notatiile:
1, jkl € 123,231,312
0ixk ].E{ }
S = si €y =1-1, jkl e 213,321,132}

KN, =k X
0, 1n rest

rezulta:
3
O'jO'k = §jk12 +izgjklo-l
I=1
- sau, cu alte cuvinte:
XY=iZ YZ=iX ZX =iY

YX =—iZ ZY =—iX XZ=-iY

- sunt anti-comutative:
{Gj,O'k}= 00, +0,0;=0,, Vjk=135s1 j#k

- satisfac relatiile de comutare:

[x.Y]=-r.X]=XxY-YX =2iZ

lv.z]=-z,Y]|=YZ-2zy =2iX

[z,x]=-x.,Zz]=2x - xZ =2iY



- sau, folosind alta notatie:
3
[O'j,O'k ]: 2i28jk10'l
=1
- tloy)=2si tr(oy ) =0, Yk =13

3.4. Reprezentarea geometrica a qubitilor

3.4.1. Qubiti in stare pura — sfera Bloch

Folosind notatia Dirac, starea unui qubit definita ca o superpozitie liniara a starilor
computationale de baza, se scrie ca fiind [56]:

) =of0)+ A1),
unde:

. s e A . 2 2
a si B sunt numere complexe satisfacand relatia |0!| +| ﬂ| =1

|0) si |1) sunt starile computationale de baza

Asadar, conform principiilor mecanicii cuantice, starea unui qubit este reprezentatd in cazul
general de un vector unitate Tntr-un spatiu vectorial complex bidimensional.
Conform interpretdrii trigonometrice a numerelor complexe,

o= |a| e'?, unde S [0,27[).
Starea qubitului devine astfel :

) =e(a]o)+ pe1).

Din principiul de masurare din mecanica cuantica rezulta cd masurand doud stéri cuantice
care diferda numai printr-o faza globald se obtin Intotdeauna aceleasi rezultate. Asadar, din

punct de vedere al masurarii |l//> = ei¢| l//> , Voe R.
Astfel, putem considera in continuare ca
W) =[e]0)+ pe1).
Se noteaza numarul complex
e= fe® = e’ =|fle 9] =|e”,

cu numadrul real unic determinat@ e [0,275).
Deoarece |a|2 + | ﬂ|2 =1 rezulta ca exista un numar real unic y € [0, 7[] astfel incat

|a| = cos% si |ﬁ| = sin% .
Starea qubitului devine astfel :

|l//> = cos%|0>+ sin%ei¢|1>

cu numerele reale unic determinate ¥ e [0,7[] si e [0,275).

Exista astfel o corespondenta bijectiva intre mulfimea starilor masurabile ale unui qubit si
multimea punctelor de pe sfera unitate Tn spatiul clasic Euclidian. Conform acestei

/4

corespondente, fiecdrei stari |l//> = cos%|0> +sin Eei (/’| 1> ii este asociat un punct avand



coordonatele sferice P(q), }/). Vectorul care uneste centrul sferei cu P se numeste vector

Bloch si are coordonatele (px DysP; ): (cos @sin y,sin @sin y,cos 7).

10)

Figura 18. Sfera Bloch

3.4.2. Qubiti in stare mixta — bila Bloch

Pentru a reprezenta sistemele cuantice a céror stare nu este complet cunoscutd la un moment
dat, se foloseste operatorul densitate. De fapt, cele doua reprezentéri — cea folosind vectori de
stare si cea folosind operatorul densitate — sunt matematic echivalente. Principiile de baza ale
mecanicii cuantice se pot formula in ambele cazuri.

Presupunénd ca un sistem cuantic este intr-una din starile |l//i> cu probabilitatea p;,

operatorul densitate al sistemului se defineste prin ecuatia:
p= zpi|l//i><l//i | :
i
Starile |l//,-> se numesc stdri pure, iar probabilititile p; satisfac relatiile: 0< p; <1 si
Z pi=1.
i

Operatorul densitate este operator Hermit. Intr-adevar:

p'= zpi*|l//i><y/i = ZPi|‘//i><V/i |=p

i i
Urma operatorului densitate este:
wlo)=if v - ol )= S
i i i

Operatorul densitate este pozitiv. Intr-adevar, oricare ar fi vectorul |y/> in spatiul stdrilor:

(wlplw)= Z pilwlvi)vilv)= Zilpi@/l% W) = Z pilwlw,)* 20

Operatorul densitate pentru o stare purd |l//> se defineste:



p=ly)v]
Urma operatorului densitate compus cu el insusi satisface relatia:
tr (p 2 ) <1
cu egalitate daca si numai dacd operatorul densitate p reprezinta o stare pura.
Intr-adevar, operatorul densitate fiind Hermite, este deci normal si ca atare are o
descompunere spectrald p = Z A; | i ><z | , unde vectorii |i > reprezintd o baza ortonormata, iar
1

A; sunt valorile sale proprii — numere reale pozitive care satisfac relatia:
w(p)=1=> 4 uli)i)=1= > 4 =1
i i

Folosind aceasta descompunere rezultd inegalitatea de mai sus:

o) TZ il - Zanl]-a (zz} YA 1= Y,

i*j i#]
si, avind in vedere faptul ca valorile proprii 4; sunt numere reale pozitive rezulta
D> A4;4; 20, deci tr(pz)s 1.
i#]j
Se observa ca inegalitatea se transforma in egalitate daca si numai daca z A4d;=0.
i#j
Deoarece valorile proprii sunt pozitive aceasta suma se anuleaza daca si numai daca
Vit j=> A4 ; =0, adicg, avand in vedere cd Z A; =1, daca si numai daca
i
Ji,4 =1AVj#i,4; =0.Deci p =|i)i| este stare pura.
Daca se considera ca sistemul cuantic este format dintr-un qubit, operatorul densitate al
sistemului apartine spatiului vectorial al operatorilor generati de operatorii Pauli. Deci:
p=al,+bo,+co, +do,
cua, b, c si d numere complexe.
Din conditia ca operatorul densitate sa fie operator Hermit rezulta:
p=p'=al,+bo, +co,+do_ =a"l, +b'o, +c’o, +d"o_,
si, deoarece operatorii Pauli sunt liniar independenti rezulta a = a"sib=b"sic=c"si

* . .
d=d .Deci, a, b, ¢ si d sunt numere reale.
Din conditia ca urma operatorului densitate sa fie unitard rezulta:

tw(p)=trlal, +bo, + co, +do, J=1=a= %
Operatorul densitate se poate scrie asadar in functie de operatorii Pauli astfel:
1 1 - =
P 25(12 +ro,+r,o, +rZO'Z)=§(12 +r-0'),

unde r = (rx Pyt ) este un vector real tridimensional.

y b
Considerand baza computationald, matricea asociatd operatorului densitate este:

r, —ir

) 1+I’Z y
[0 w0 s o) 2 T
2 O 1 rx 0 iry 0 O _rZ rx+lry l_rz

2 2




Valorile proprii ale acestei matrice se calculeaza din ecuatia:

e a\l=r ) mtinrn-in o
2 2 2 2

@422—42+1—rx2—ry2—r22 =0

1+ r2+r.2+r2
1. = X y b4
1,2 —

2
Deoarece operatorul densitate este pozitiv, valorile sale proprii trebuie sa fie pozitive. Deci

1+ r2+r,2+r2
2. = X y b4
1,2 —

2
In concluzie, orice operator densitate pentru sisteme formate dintr-un qubit este unic

20:rx2+ry2+rZ2£14:>“rHSI

r, ), aflat Tn bila de raza 1, cu centrul in origine,

identificat prin vectorul real r = (rx Ty

situatd In spatiul real tridimensional.

--r--

R

|1

{1

Figura 19. Bila Bloch

Daca punctul reprezentand starea p este chiar pe sfera unitate, adica daca H;H =1, atunci

valorile proprii ale operatorului densitate sunt O si 1, i conform descompunerii sale
spectrale, operatorul densitate se poate scrie: p = |l//><l// , unde |l//> este vectorul propriu

normat corespunzator valorii proprii 1. In acest caz particular deci, acest operator densitate
reprezintd o stare pura.

Reciproc, daca operatorul densitate reprezintd o stare pura, atunci tr(p2 ): 1. Rezulta:
1 1 ( 2 2 2)
Ztr[(lz +r0,+r1,0, +”z0'z)(12+”x6x +r,0, +rZGZ)]:Z 2+ 2r, +2ry +2r,7)=1

2 2 2
=r +r 47 =1,

acest fapt Tnsemnénd cd punctul reprezentand starea p este chiar pe sfera unitate.



Scriind aceastd stare pura in baza computationala |y) = @|0)+ §|1), cu |Oti2 +| ,3|2 =1,
rezulta:
p=|w)lw|= (o) + sin)a (o] + 5°(1])= aa’|0)(0] + | 0)(1|+ Be’[1){0]+ 88|11

Considerand baza computationald, matricea asociatd operatorului densitate este:

I+r, "
=ox
2
l+r, Ty —iry ry — iry .
2 2 |_|e@ B || 2 4
re +ir, 1-r, Ot*ﬁ [)’[)’* rx+lry_a*ﬁ
2 2 2
I—I’Z_ sk
5 =pp

Rezolvand acest sistem rezulta:
=0 +a’p
r, = i(aﬂ* - 0{*,8)
r,=aa" - BB

Si, dacd se considera reprezentarea in coordonate polare a numerelor complexe « si f care

satisfac |0!|2 +|ﬂ|2 =1 rezulta:

a= cos%em si f= sin%ei(¢+¢),

unde y€ [0,7] si pe[0,27) si pe [0,27)
Inlocuind in ecuatiile sistemului de mai sus rezulta:
r, =CoS %/ e'? sin %e_i(¢+¢)+ cos %/ e ?sin %/ ¢i0+9) — cos L sin L i(e_i“’+ ei‘/’)z

= 2cos%sin%/cos(0: sin ycos @

r, =1

y (COS Y 9 sin L e 0+0)_cos L9 sin £ ei(¢+¢)j = Cos % sin % i(e_i¢— e'? ) =

= 2c0s%sin%sin @=sinysin@

r,=aa" - pp" =coszg—sin2%=cos7/

Deci, in cazul cind operatorul densitate p reprezinta o stare purd, aceasta este reprezentata

prin folosind vectorul real unitate r= (rx, ryr, )= (cos @sin 7,sin @sin 7,cos 7). Se observa
asadar ca reprezentarea prin sfera Bloch este un caz particular al reprezentdrii unei stari pure
prin bila Bloch.



Figura 20. Bila si sfera Bloch

3.5. Operatorii de rotatie

Descompunerea 1n serie Taylor-Maclaurin a functiei exponentiale complexe definita pe
spatiul matricelor patratice de dimensiune nxn, este [60]:

exp(iAx) i (iAx)f
xpliAx)= ) ——
p Xl

k=0 "
unde A este orice matrice patraticd de numerele complexe, iar x este orice numar real. Daca
A este o matrice satisfacand relatia

AP=1, = A =1 ;AT = A Vke N,

ecuatia de mai sus devine:

1 1 1 1 1 1
expliAx)=1, +FiAx+Ei2A2x2 +—'i3A3x3 +—'i4A4x4 +—'i5A5x5 +—'i6A6x6 +

ST BT L ok 2+ S TSR ) (k1 2k+1
= — i x0T X7 A= 1) —x""1, +i(-1 xTTA

%E(zk)! "2k +1) k% =) (k)™ " 1) !
Folosind descompunerea in serie Taylor-Maclaurin a functiilor trigonometrice reale cos i
sin :

cos :Z kL 2kzl—lx2+lx4—lx6+ .....
= (2k 200 4 el

SIH Z x2k+l:x—lx3+lx5—lx7+ .....
2k+1) 3! 5! 7!

rezulta ca cele doud sub -sume ale functiei exponentiale sunt convergente si:

explidx) = {i(_ 1)k (;k)' 2 Jzn . {i(_ 1)k 1) 2k JA — cos(x)I,, +isin(x)A

= = (2k +1)!



Considerand proprietatea matricelor Pauli G,% =], , se pot defini asadar urmatorii operatori
in spatiul bidimensional complex:

—i6 —
Rk(ﬁ)zexp( lzakacosglz —isingdk,szOj

3.5.1. Operatorul de rotatie R,

Pentru cazul k =3 = z, operatorul a cdrui matrice asociatd in baza computationald este:

—ieZ o o
R, (@)=expl —— |=cos— I, —isin—Z =
0)=ex < |=cos 1, -isin?

—i@
cos 4 0 —isin 9 0 %
- 2 + 2 _le 0
B 0 AN 0
0 cos E 0 isin E 0 o2
are urmatoarea interpretare geometrica.
Daca se considera un qubit in starea
|'//0> = cos%|0> + siny—zoei%|l> ,
asupra cdruia actioneaza operatorul R, (9) , astfel Tncat
[¥1) = R.(6) o) = cos21{0) +sin 2 e 1),

si dacd Ky si P, sunt punctele de pe sfera Bloch corespunzatoare stdrilor |l//0> respectiv |l//l>

, atunci P, este obtinut prin rotatia lui £, cu unghiul @ in jurul axei z .



Figura 21. Interpretarea geometrici a operatorului de rotatie R z

1
Intr-adevdr, in scriere matriceald, considerand vectorii computationali de baza |0> = {0} si

)= m avem:

-i6
_'0 - )
e% 0 cos% cos%e 2 —ié cos%
_ _ a2 _
R:(0)yo) = i Yo igy | i |=° Yo ilp+6) |
0 o2 [sinTre? sin 70 oimg 2 sin 22 e\
2 2
-i6| cos L -6
_ 2 _ ~
=e? 7 =e 2 |y)=|y)
sin?e’(pl

Si, din figura se observa ca transformarea de rotatie inseamna:
h—=>Reon=rsig=¢+0

3.5.2. Operatorul de rotatie R,

Analog, pentru cazul k =1= x, operatorul a carui matrice asociatd in baza computationala
este:



RX(B)Eexp(ﬂj:cosglz —isingX =
2 2
.. o ..
CcOS— 0 0 —isin— cos— —isin—
_ 2 + 21 2 2
.. 0 .. 6
0 CcoSs— —isin— 0 —isin— cos—
2 2 2

are urmatoarea interpretare geometrica.
Daca se considera un qubit 1n starea

lwo) = cos%|0>+sin7—2oei¢°|l>,

asupra caruia actioneaza operatorul R, ((9) , astfel incat

4l |O> + sin%ei¢l |l> ,

l¥1) = R.(6)wy) = cos 5

si dacd Fy si B sunt punctele de pe sfera Bloch corespunzatoare starilor |y, ) respectiv |y)

, atunci P, este obtinut prin rotatia lui £y, cu unghiul & in jurul axei x.

N

Z

1

O_Px = (cos @y sin y )x = (cos @, siny, )x

r= PR,

P -

Fo-Fo Z(COSVO)EZM

P,Py. = (sin @, sin y,

PP = (cos 1)z =

PP, = (sin @ siny, ); = q

” = \/l—cos2 [ sin? %0
m||cos(9+ a)];
=]

ﬁ”cos a)z

m”sin(0+ a)

ﬁ” sin a)}

b

Figura 22. Interpretarea geometrici a operatorului de rotatie R X

1
Intr-adevdr, in scriere matriceald, considerand vectorii computationali de baza |0> = {0 si

by

{0}
avem:
1




cosg - ising cosy—z0 cosgcos }/20 zs1n 7;0
Rx(‘g)'!”0>: 0 P2 Yo i - o 14 0 . % i -
—isin— cos— | sin2%e!® —isin—cos <% + cos—sin -2 e'?
2 2 2
. cos 2L .
=l 2 |=e¥lyy)=[y;).unde g 0.27)
sm%e

Pentru a demonstra ultima parte a relatiei de mai sus, trebuie calculata atit faza ¢, cat si

n /4

cosL, si sinZLe'? . Se introduce in acest scop unghiul ajutator a .

Din relatiile trigonometrice indicate pe figura de mai sus rezulta:
cosyy = rcos(6+a)=rcos@cosa—rsin @sina

sin @ sin ¥, = rsin(6+a)=rsin@cosa+rcosfsina
Cos J; =rcosa
Primele doua relatii se inmultesc cu cos@, respectiv sin @ si se aduna intre ele. Rezulta:
oS ¥, cos @ +sin ¢ sin ¥ sin @ = r(cos2 6 +sin” 0)cos a=rcosa
Deci, considerand din nou relatiile trigonometrice de mai sus:
COS Y| =C08Y,, cosf +sin @, sin ¥, sin@

/1 +
Stiind ca: Va e [0, 71'] = cos% = c—zosa ,sistiindcd y € [0, 7[], rezultd din relatia de mai

Sus:

cos N \/1 + €08 ¥ cos @ + sin ¢, sin ¥, sin &
2

Putem verifica acum ca se poate scrie:
0 .. 0 . ‘
cos—cosﬁ —zsmzsm%e’% =e? cos 7; unde ¢'e [O 271')

Intr-adevar:

o 7 0 . 7 0 .. 0. 7 P20 0N
cos—cos22 —isin—sin22e'M| = || cos—cos~2 +sin —sin > sin Q| + sin? =sin* 2% cos? ?
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

:\/cos2 gcosz &+sin2 gsinz Yo sin? ?o +2c0s7cos&sm€smﬁsm¢0 +sin? 6s1n2 &cosz ?o
2 2 2 2 2 2 2 2

sin @sin ¥, sin ¢,

=\/COSZ§C02}; +sin is 2720(SII1 @y +cos ¢0)

2
= 0052gcos2&+ 1—cosz€ l—coszﬁ +s1n9s1n70s1n¢0
2 2 2 2 2
:\/0052£cos2ﬁ+1—0052£ s? u +cos ‘gcoszﬁ+sm(pO 513 Yosin
4 2 70

1+4cos? Qcosz 70 4 1-2cos? §—2cos
2 2 2

2 . sin ¥, sin ¢, sin &
2 2



+ ZCOSZE—I ZCOSZQ—l . . .
2 2 | Sin % sin @ sin @
2 2
_\/1+c0s;f0c0s9+sin(00sin}/0sin9 —cosﬁ

2

Deoarece y; € [O, 7r] = % € {O, %}, avem

2

Sinﬁ_\/l—cosyo cos @ —sin ¢ sin J, sin &
2 2

smﬁ—\/l—coszﬁ :\/1_1+cos70c0s0+sin¢0sinj/osin6 N
2 2

Putem verifica acum ca se poate scrie:

—zsmecos}/ +Coses i "/")—smy i(9"+a1) ,unde¢''e [0271')
2 2 22 2

Intr-adevar:

Y0 70

—isin— cos—+cos sin = .[cos? gsinz Yo 0 cos? oy + cosgsmﬁsm ? —sm—cosﬁ
2 2 2 2 2 2

2 Yo 20 27 Yo . Yo

= \/cosz 4 sin? 2% %o cos? @y + cos? —sm 20 sin? @y +sin” —cos” — —2cos 9 sin — sin ¢y sin —cos —
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 $2 Yo _ sin@sin ¥ sin ¢
2 2

= coszﬁ 1-cos? 22 Yo +coszﬁ OSZQ _ S P SN Yo SINC sin 0
2 2 2 2 2

:\/cos 5 in2 20 (cos @y + sin ¢0)+sm

Y0

29 27/0+20052 5

2 6
1+2cos E—4cos ECOS _singy sin ¥, sin 6

2 2

—(ZCOSZQ—IJ(ZCOSZ%—IJ . ) .
2 2 sin ¢ sin y; sin @
2 - 2
_ \/l—cos Yo €os 8 —sin @ sin ¥, sin & _ sinﬁ
2 2
A mai ramas de aritat ca ¢'=¢'', unde ¢' @'e [0 27):

N Y0 Y0

e'? cos L = cos~ cos——zsm s1n—e
2 2 2 2 2

e sinﬁe"(/’l 1s1necos7/ +cos sin 7/0
2 2 2

Conjugand prima relatie din sistemul de mai sus si Tnmultind-o cu cea de-a doua, se obtine'
e!l9'~9) cosﬁ sinﬁei(pl =| cos— 0 Cos— Yo +isin— 0 si nﬁe_i‘” —isin— 0 CcOos— % +cos— s n— }/0
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

ei("jﬂf"j') 7sin 7 e =i sin6 cos? Yo + i—Sin 4 sin? ) + cos? gsny sin %o ' + sin
2 2 2 2 2 2 2

70 71 P



/) in 5 e'? = —isin @ cos Yo + sin ¥ cos @, (cos2 g +sin? gj + isin ¥, sin @ (cos2 g —sin? gj

e0"9) sin N e'? =cos @y sinyy + i(~cos ¥ sin @ + sin @) sin ¥, cos 0)
Din relatiile trigonometrice indicate pe figura de mai sus rezulta:
cos Yy = rcos(@+a)=rcos@cosa—rsinfsina

sin@ siny, = rsin(6+a)=rsin@cosa+rcosfsina

sing, siny; =rsina

COS @ Sin ¥ = cos @ sin y;
Primele doua relatii se inmultesc cu —sin @, respectiv cosé si se aduna Intre ele. Rezulta:

— 0S¥ sin 8 + sin @ sin ¥, cos @ = r(cos2 6 +sin” G)Sin a=rsina
Deci:
sin @, sin y; = —cos ¥, sin @ + sin ¢, sin };, cos &
{cos @, sin ¥ = cos @, sin ¥,
Inmultind prima relatie cu i si adunand cele doua relatii rezulti:
sin e'? = cos @ siny, + i(=cos Yo sin @ + sin @, sin ¥, cos 0)
Egaland cele doua relatii obtinute rezulta:
e/?"9) gin " e’ =sin " e'?
In cazul particular, cind sin " e'? =0, alegerea lui ¢'" este arbitrard, deci se poate considera
¢'=¢'". in cazul general, cand sin 7, ¢'? # 0, din relatia precedenti si din faptul ci
¢',¢"c 0,27) rezulta:
W) 1= grp=0= g'=¢"

3.5.3. Operatorul de rotatie R,

Analog, pentru cazul kK =2 =y, operatorul a carui matrice asociata in baza computationala
este:

Ry(e)zexp(ngyj:cosglz —isin%Y =

g . 0 g . 0

cos— 0 0 —sin— cos— —sin—

_ 2 4 2 2 2
0 cos f sin — 0 sin f cos f
2 2 2 2

are urmatoarea interpretare geometrica.
Daca se considera un qubit 1n starea

lwo) = Cos%|0>+ sin7_20ef¢o|1>,
asupra cdruia actioneaza operatorul R, (), astfel incat
[¥1) = Ry (B)w) = cosL|0) +sin DL,
si dacd Fy si P sunt punctele de pe sfera Bloch corespunzatoare starilor |y, ) respectiv |y )

, atunci P, este obtinut prin rotatia lui £, cu unghiul @ in jurul axei y.



Figura 23. Interpretarea geometrici a operatorului de rotatie R y

Demonstratia se poate face analog ca la operatorul R, sau mai simplu, folosind cele doua

rezultate anterioare, pentru R, si R, . Orice rotatie cu unghiul € 1n jurul axei y se poate
descompune in trei rotatii, efectuate in urmatoarea ordine:

. . T, . .
- o rotatie cu unghiul — 5y in jurul axei z
- orotatie cu unghiul & 1in jurul axei x,
o . LT
- orotatie in jurul axei z cu unghiul 3
Conform celor doua interpretari de mai sus, cele trei rotatii se pot scrie in forma matriceala:

T cosg - ising i
z _Zy_le 4 0 2 210e4 0
RZ(ZJRX(Q)RZ( Zj_ l7r 2] 2] V4

0 eZ —isinE COSE 0



T T T T
T i— (] —— [2] ¥ i— (] —

—i— e 4 cos— —ie 4sin— —i— e 4cos— —e 4sin—
_le 4 0 2 2|_le 4 O 2 2
- . ¥4 - T ¥4 ¥4

s L —i— Sl e T
0 e —ie4sin— e 4cos— 0 e e 4sin— e 4cos—
2 2 2 2
.0
cos— —sin—
_| 2 2
. 0 o
sin— cos—
2 2

3.5.4. Operatorul de rotatie R,

Considerandu-se un vector unitar 7 = (n oo lly ,nz) in spatiul real tridimensional, se observa ca
matricea definita prin:
n-0=n,0,+n,0,+n,o,
satisface relatia
- —\2
Intr-adevar, folosind atat proprietétile matricelor Pauli, cat si faptul ca n x2 + ny2 +n z2 =1,
rezultd:
— —\2
(n : O') = (nxX +nyY + nZZ)(nxX +nyY + nZZ) =
= (nx2 +nY2 + nzz)lz + nxny{X,Y}+ nynZ{Y,Z}+ nznx{Z, X}= I
Astfel, se poate defini operatorul de rotatie generalizat:
00— — 0 .. 09— —
Rn(Q)E exp| —i—n-o |=cos—I, —isin—n-o
2 2 2
avand urmatoarea interpretare geometricd. Daca se considera un qubit in starea
|l//0> = COSE|O> + sinﬁei(p‘)h) ,
2 2
asupra caruia actioneaza operatorul R, (0) , astfel incat

[v1) = Ry () o) =cos 1|0 +sin D),

si daca Fy si B sunt punctele de pe sfera Bloch corespunzitoare starilor |y ) respectiv |y, )

, atunci P, este obtinut prin rotatia lui £y, cu unghiul & in jurul axei n.



<

Figura 24. Interpretarea geometrici a operatorului de rotatie R,

Pentru demonstratie se descompune rotatia in jurul axei n in rotatii In jurul axelor de
coordonate. Rotatia cu unghiul & 1n jurul axei n se poate descompune astfel:
- se suprapune axa n peste axa z:
o rotatie cu unghiul — @, 1n jurul axei z
o rotatie cu unghiul — ¥, in jurul axei ;/
- se efectueaza rotatia doritd:
o rotatie cu unghiul @ in jurul axei z
- sereaduce axa 1 in pozitia initiala:
o rotatie cu unghiul ¥, in jurul axei ;/
o rotatie cu unghiul @, in jurul axei z
Asa cum s-a aratat mai sus, rotatiile in jurul axelor ;; si Zse pot scrie folosind operatorii R,

respectiv R, . Operatorul rezultat prin compunerea celor cinci rotatii in jurul axelor de
coordonate este:

R,(6)=R_(9,)R,(7,)R,(6)R,(-7,)R. (- 9,)

ﬂ 7}1 . 7}1 —if 7}1 . 7}1 i¢n
_ e B 0 C087 - Sll’l? e 2 0 C087 Sll’l; e B 0
L2 A Y, 9 A A i
2 Sin — COS— 2 —SIn— COS— 2
0 € 2 2 0 € 2 2 0 €



=i [ =i [ i [ =i D
—n , —m T g , —
cosﬁe 2 _gintle 2 ES cosﬁe 2 smﬁe 2
_|7 2 e 0 2
Pn P w Py ~iPy
sinﬁe 2 cosﬁe 2 0 e? —sinﬁe 2 cosﬁe 2
2 2 2 2
y —ig, —i¢ y —ig, i6 i, y —ig,
costle 2 e 2 —sintfe 2 e?2 | costle 2 sintte 2
a y ip, —io y ig, i0 y g, y ~iPy
sin‘e 2 e 2 costle 2 e?2 —sintfe 2 cos‘lte 2
2 2 2 2
i -i0 i0 =0 0]
coszﬁe 2 +sin2ﬁe2 cosﬁsinﬁe_m” e 2 —e2
h -6 i =i i0
cosﬁsiny—z"e”/’” e 2 —e?2 sinzy—z"e 2 +coszy—2”e2

cosg—i cos? ﬁ—sinz v sing
_ 2 2 2 2

. o . 0 0 .
—isiny, e'’n sin cos5+l cos? Lo

- —ip . O
—isiny, e ¥ sin

—sin? v sing
2 2

cosg—isingcosy
2 2"

sin g (—icos @, siny, —sin@, sin y, )

.8, . . . . e .. 60
smE (—icosg@, siny, +sing, siny,) COSE +i smEcos Vn

Coordonatele vectorului n se pot scrie in functie de unghiurile @, si 7,:

n= (nx,ny,nz): (cosgon sin y,,,sin @,, sin ¥,,,cos 7n)
Rezulta:

R, (9) = =CoS—

2

e .. 06 : 9( : ) _
cosE—lsmEnz sma—mx—ny o1 0 _.s.ng n, n, —in,
2 nx+iny n

sin—(—inx+ny) cos—+isin—n, g
2 2 2

(1 0 .. 6 01 0 —i 1
=cos— —isin—| n, +nyl +n,
210 1 2 1 0 i 0 0

Deci operatorul rezultat are forma:

0 0 .0
=cos—I, —isin—\n,. X+n Y +n 2
_I:D ) 2 2( X y z )

Rn(ﬁ):cosglz —isingﬁg

3.6. Descompunerea operatorilor unitari pe un qubit

Deoarece setul de operatori Pauli /,,X,Y,Z formeaza o bazd ortonormata in spatiul

operatorilor liniari peste spatiul complex bidimensional, orice operator liniar pe un qubit U
se poate descompune 1n:

U=al, +bX +cY+dZ
cu a,b,c,d numere complexe unic determinate.



Daca se impune conditia ca U s fie operator unitar, adica U ‘v=vu" =1 5, din
proprietétile operatorilor Pauli rezulta:
(a*l2 +b" X +c'Y +d*z)(al2 +bX +cY +dZ)=1,
si
(al, +bX +cY + dz)(a*l2 +b* X +c'Y + d*z)z I,

Desfacind parantezele si re-grupand termenii rezulta:

I, = (aa* +bb" +cc” +dd*)12 + (a*b+ab* +ic'd —icd*)X +

+ (a*c +ac” +ibd” - ib*d)Y + (a*d +ad” +ib*c— ic*b)Z
si

I, = (aa* +bb" +cc” +dd*)12 +(a*b+alfk +icd” —ic*d)X +

+ (a*c +ac” +ib"d —ibd” )Y + (a*d +ad” +ibc” —ich” )Z
Deoarece operatorii Pauli sunt liniar independenti, din relatiile de mai sus rezulta urmatorul
sistem:

aa” +bb" +cc’ +dd” =1

a*b+ab” +ic'd—icd” =0

a*b+ab” +icd* —ic*d =0 ||’ +[p* +|* +]d)* =1
a‘c+ac” +ibd* —ib"d =0 = Re(a*b): Re(a*c): Re(a*d)
a‘c+ac” +ib*d—ibd”* =0 Im(cd* ): Im(bd*): Im(bc*)
a*d+ad* +ib*c—ic"h=0

a“d+ad” +ibc" —ich* =0

0
0

Numerele complexe a, b, ¢ si d se scriu in coordonate polare:
a=lale', b=|p|e'®, c=|de™, d =|d|e'*.

Daca a =0, inseamna ca bcd # 0. Sa presupune cd b # 0, celelalte cazuri tratandu-se
analog.

Im(bc* ): 0= |be| Im((cos er,, +isin e, )(cos o, —isina, )=0= lbc| sin(ar, — o, )=0
=>a,=a, "'kyx” , cu kyx numar intreg.

Im(bd* ): 0= |pd|Im((cos @, +isine, coser, —isina,))=0=> |bd|sin(er, —a,)=0
=>a,=a,+k, 7, cu k, numir intreg.

Deci, 1n cazul a =0, operatorul initial se poate scrie:

_|p| i ia, ik iot, ik, 7 - _ i[“”%} o _; _
U =ple’® X +|c[e’ ™" v +|d]e ™" Z=¢ (bl X —ilx|c|)y —i(x|d])Z)

i(ax+zj _
=e 2 R, (7[), unde vectorul real unitar n = (|b|, T, i|d|)

Presupunénd a # 0, din relatiile sistemului de mai sus rezulta:

C

Re(a*b)z 0= |ab|Re((cos @ —isin @)(cos @, +isinex, )= 0= |ab|cos(ar— e, ) =0
=>a, =a+2k, + 1)% , cu k, numar intreg.

Re(a*c): 0= |ac| Re((cosa— isin a')(cos a, +isina, )) =0= |ac| cos(a'— a, ): 0



>a,=0+ (2ky +1)§ , cu ky, numdr intreg.
Re(a*d): 0= |ad| Re((cos & —isin a)(cos o, +ising, )=0= |ad| cos(a — o, )=0
S>o, =a+ (2kZ +1)§, cu k, numar intreg.

Din prima ecuatie a sistemului de mai sus rezulta |a| <=1.Deci 30€ [0,7[] astfel Incat

0 < . < 12 2 2 .20 . c e o
|a| = cos P Cu aceastd notatie rezultd [b|” +|c|” +|d|” = sin’ 5 De aici rezulta ca exista

.. . A . 0 .0 .
numerele reale pozitive m,, m, si m, alese astfel incat |b| =m, sin—, |c| =m, sin— sl
X y < X 2 y 2

.6 . . 2 2 2
|d| =m, sin > care satisfac ecuatia m,” +m,” +m_~ =1.
Cu aceste notatii suplimentare, parametrii initiali devin:

. Vs
0 i z(2kx+1F2

b=m,sin—e e =i(+ mx)singeia
2 2

T
g . ik 9 .
c=mysin—e%e 2 :i(irm )sm—el“
2 Y 2

T
9 ., k)
d:mzsmEeMe 2

: .0
=i(tm, )sin—e'*
2
Se noteaza in continuare numerele reale n, =+m,, n, =+m, si n, =+m_, cu observatia ca

2 2 2 2 2 2
nS+n+n=m"+m,"+m” =1

Matricea initiald se poate scrie astfel:
N 171

U= cosgei“ 1, —in, singem X —in, singem Y —in, singeiO‘Z =e'R,(#), unde

vectorul unitate 7 = (nx,ny,nz) si Be [0, 71'].

3.6.1. Descompunerea Z-Y a operatorilor unitari pe un qubit
Daca U este un operator liniar peste un spatiu bidimensional complex, atunci orice matrice a

sa asociata are forma
v=|* "lsut=|® €
c d b* d*

cua, b, c sidnumere complexe.
Daca se impune conditia ca U sa fie un operator liniar, atunci:

vut=v'v=1,

S A A PN



aa” +bb* =1
cc*+dd* =1 |a“c+b"d=0
aa” +cc” =1 ! {a*b+c*d:0
bb* +dd” =1

Din primul sistem rezultd cd |a| <1 si [b| <1 si || <1 si |d| < 1. De asemenea cele patru

numere complexe nu pot fi toate nule. Mai mult, |a||b| #0 si |a||c| #0 si |b||d | #0 si |c||d | #0
si|p|=0e|c=0sild=0e|d=0.
Daca |b| =0v |c| =0= |a| = |d| =1. Cu numerele complexe a, b, ¢ si d scrise in

coordonate polare, matricea initiala devine astfel:
U=y

e | i 1 0 ot
U= 0 oit =e ety =e RZ(—aa+ad)—
0 e 2
Deci, in acest caz, matricea initiala se poate scrie:
.,y

I
U=e % R.(-a,)R,0R.(a,)
Daci |a| =0V |d|=0= |b|=|c|=1. Cu numerele complexe a, b, ¢ si d scrise in

coordonate polare, matricea initiala devine astfel:

e'% 0 e'% 0 0 % |1 0

O —Ol+TT
ot AT | i ——— 0 1
e 2 e ? 0 B
l,—ab+0!(,—7r 1 0
0 e 2
Deci, 1n acest caz, matricea initiald se poate scrie:
(Gt OAT

U=e 2 R(-a,+a. -7)R (7)R(0)
Se considera mai departe cazul general in care |a| #0 si |b| #0 si |c| #0 si |d | # 0. In acest
4

caz, dye (0,7[) astfel incat |a| = cosE. Cu aceasta notatie, din ecuatiile primului sistem se
deduc urmatoarele relatii:

d|:cosZ
2

|b| = sing, |c| = sing ,
Cu numerele complexe a, b, ¢ si d scrise in coordonate polare, sistemul al doilea devine:

.Y Y.iata,) | Lilayta,)) . .
sin 5 cos 5 (e +e' T )— 0 {sin },(et(—aa+ac)+ et(—%md)): 0

sin % cos %/ (ei(_a"+ab)+ e/-actay) ) =0 (sin 7(ei(_aa+ab)+ eflera) ) =0

Deoarece dy e (0, 7[), ultimul sistem devine:



ellara) yeitaral) _g (Lg v =0k +)r-ay,+a,
= ,
oitatay) | oilara)) o |—a, +a, =2k, +1)r -, +
unde k; si k, sunt numere intregi. Scazind aceste doud ecuatii rezultd k; =k, .

In acest ultim sistem se noteaza

-a,+a. =0
B=-a,+a,=2k+)r-a,+a, Qk+1)r—ay +a, =
{5=—% +a, -Rk+)r=-a, +a, < —a,+a,-2k+1)r =0
-a.+a; =0
Adunand prima si ultima ecuatie rezulta
B+o /)’ o

a;=a,+p+o0=a, +——
d d 2 27
Scazand prima si ultima ecuatie, rezulta
a,+ay ,6’ 0 ,B+§ B
a. = aa
2 2 2 2 2 2"
Scazand ce-a de-a doua si cea de-a treia ecuatie, rezulta

p+o £+é+(2k+1)7r.
2 2 2

a,+o o
ab:—“z e B9 +Q2k+)r =, +5——
Matricea initiald se scrie cu aceste notatii:

cos7—/e 222
2

_{lal b '“”}_
- c elac d elad - (a +ﬂ+ﬁ_éj (a +ﬂ+£+éj
] | sinzel Ty T coszel @2 22

, ,[ p+é ,6’+5j

2
) 4
,( a+ﬁj cos ye 22 sin ye 22
() Lo
Y (22 Yy 22
sin—-e cos—e
0 .0
_i° 2
i(a +@) -if cosLe 2 —sinle?
U=el  2)le 2 0 2
) ) y i y i
0 e sin-e 2 cos~e 2
2
. 0
,(%+@j —g cosy —sinZ By 1(0{ W)
U=ec 2 J)le 0 2 21e 05 —e 2
_[é 4 Y —iZ
0 e 2 |sin 5 cos 5 0 e 2
Inlocuind unghiurile de rotatie rezulti:

i[%ﬁr“d]
U=e' 2 R, (~a, +a, )Ry (221rcco§a‘)RZ (~a, +ay)



3.6.2. Descompunerea X-Y a operatorilor unitari pe un qubit
Considerand din nou U ca fiind un operator liniar unitar peste un spatiu bidimensional

complex, se doreste o descompunere a sa in rotatii X-Y
U=e"R.(BR,(7)R,(5)

. . cosﬁ —isin s cos? —sinL cosé —isin—
e R, (;B)Ry (7)Rx (5) =e'” 213 132 72/ ?,2 25 S
—isin— cos— | sin— cos— ||—isin— cos—
2 2 2 2 2 2
Bn? —cosésinz—isinécosZ cosé —isin—
2 2 2 2 2|
o

cosﬁcosz—isin—sm—
2 2

Y B 4 —isiné CcOS—
2 2

:eia 2
—isinécosz+cos£sinz +isin£sin—+cos—cos—
2 2 2 2 2 2 2
a b _ COSZCOSM—iSinZSin'B_a —sinzcosﬁ—icoszsinM
{ }:eta 2 25 2 25 25 2 25
¢ d sianosﬂ%—icos%sinﬂL cos%cos&+i5in%5inﬁ%

2
Trebuie determinati parametrii &, £, ¥ si J in functie de numerele complexe a, b, ¢ si d

Egaland cele doud matrice de mai sus pe componente rezultd sistemul
—isinLsin p-s
2 2
2 2 2

b= e’“(— sinEcos

a= eia(COSZCOSﬂT

c=e'? sinzcos’B_ —icosLsin B+o
2 2 2 2
d zei“(coslcosM+151n Y ’B 5)
2 2 2 2
Adunand si scazand ecuatiile sistemului Intre ele, doua céte doua, rezulta:
a+d=2cos—- cos'B ld e'? (a+d)(a*+d ) 400527 240
2 2 2 2
b+c——21cosEsm’B o e'? b+ )(b +c ) 4c0s21s1n '825
a—d:—2isin%sin?em (a— d)( ):4smzzsm 5
b—c:—ZSingcosMeia - c)( ) 4sin? 72/ 9

Si adunand intre ele primele doua ecuatii, respectiv ultime doua, rezultd ca unghiul ¥ se

poate determina din ecuatiile:
! [(a + d)(a* +d” )+ b+ c)(b* +c )]

27 _ 1
2
275/:%[(5;_61)(61*_d*)+(b—c)(b*—c*)]

sin

Daca sin% =0, descompunerea cautatd devine
U=e'"R(B)R,(0R,(8)=e" R (B+7)



iar sistemul de rezolvat devine:

aa” = cos? p+o
ﬂ+5 i
a=cos——e
2 pb* =sin2 29
5 . - * %
b:—isin’B+ ol in 25) cos(B+68)=aa” —bb
ﬁié- =) = SBE0) ) Gn(B+6)= —2iab”
c=—isinm——=¢'% 2 diw _ 2 ;2
2 az_coszﬁ+5ezza e a”—b
B+0 iq B 2
d =cos f+6
2
Daca cos r_ 0, descompunerea cautata devine:
2
U=e“R (PR, ()R, (5)=¢"" R (B)- iY)(cosglz —~ ising Xj =
i o . - o . i a
=e'“R. (B 005512 +zs1n5X (-iv)=e Rx(ﬂ)Rx(—§)Ry(7r)= Rx(ﬂ—é')Ry(]z')

iar sistemul de rezolvat devine:

5 aa” =sin? p-9o
e ,B; o 2
a=—isin 5 e . B-6

825 bb* = cos® N .
b:—cos—ela Sln(ﬁ_zé') COS(ﬂ_é‘):—aa +bb

5_25 = ab*:iT = sin(B-6)=—2iab"

_ i .
¢ =cos 5 e P ,B+5ezia Q2ia __ 2 2
d=isin2 =i 535 .
2 bzzcosz—2 el

Revenind la sistemul initial de rezolvat, in cazul general, cand siny # 0, se calculeaza:

ab*=(cosgcos@—isinysmﬂ)( sin - COS'B_ +zcos72/ ’625j

7 ey )
o

. _
cd = (sm 5 cos ’82 1cos —isin+

Re(ab*)z CosZsinZ(cos’B+5c ’B sin’B ’B 5) LV
N 2 2 2 2 2
Re(cd ) cosLsin? ( p+o S’B_é‘—sin’g-i_é‘sinﬂ_é‘):Smycosﬁ
2 2 2 2 2 2 2

Din cele doua relatii de mai sus se deduc unghiurile £ si 0. Unghiul « se poate deduce
alegind una din urmatoarele doua ecuatii:
p+o
.. B+ l(a—fj
lSlﬂ'B Jela a+d+b+c:2cos7/ 2
2 o 2

a+d+b+c=2¢os%(cos’8;5—

a—d - b+c—251n2(cos 5 —isin 5 e a—d—b+c=2sin72/e 2



4. Circuite cuantice controlate

Folosind descompunerea operatorilor unitari pe un qubit in produs de rotatii se poate
demonstra urmatorul rezultat, foarte important in constructia operatorilor unitari care
actioneaza pe mai multi qubiti [S51].
Corolar: Se presupune ca U este un operator unitar pe un qubit. Atunci exista operatorii
unitari 4, B, C pe un singur qubit astfel incit ABC = I, si U = e!*AXBXC unde a este un
factor generic de faza.
Demonstratie: conform descompunerii Z — Y pentru un singur qubit, pentru orice operator
unitar U pe un qubit existd a, §,y, 6 € R astfel incat U se poate descompune astfel:

U = R, (B)Ry (¥)R,(6)
Folosind urmatoarele notatii:

A= R,()Ry (1)
B2 Ry (5‘ _g)ﬂ""z (- #)
¢ R (55

Si se observa cd operatorii definiti mai sus sunt unitari deoarece matricele de rotatie Ry, R,
sunt unitare si conditia din ipoteza este verificata:

ABC = R,(B)R, (g) Ry (- %) R, (— i erﬁ) R, (6 = B) = R,(B)R,(—B) = I

Deoarece produsul matricelor Pauli este anti-comutativ, se satisfac relatiile:
XY =-YX si XZ=-ZX.

Rezulta prin multiplicare la dreapta cu X:
XYX ==Y si XZX =—-Z.

Folosind aceste relatii si faptul cd X? = I,, se obtine:

6 ] 6 ]

XR,(6)X = X(COSEIZ - isinEY>X = COS§+ isinEY =R, (-0)
6 6 6 6

XR,(0)X = X(coszlz — isin§Z>X = COS§+ isinEZ =R,(—0)

Folosind aceast relatie si faptul cd X2 = I, se obtine:
_ y e A 15 S+pB\, y 6+p
XBX = XR, (=3 R, (— T) X = XRy (~5) XXR, (— T) X =R, (3)R (T)
Se poate verifica acum concluzia:

ei“AXBXC = ¢“R,(B)R, (g) R, (g) R, (5 ; p ) R, (5 ; F ) = ¢ R, ()R, (¥)R,(8) = U

4.1. Operatorul U-Controlat de un qubit
4.1.1. Definitie si notatii

Se considera un operator unitar pe un singur qubit U. Un operator U — Controlat este prin
definitie un operator pe doi qubiti — un qubit de control si un qubit de date (denumit uneori si
qubit tintd) — care actioneazd conform urmatoarelor reguli [52]:
- qubitul de control raméne mereu neschimbat,
- daca qubitul de control este setat atunci operatorul U actioneaza asupra qubitul de
date,
- daca qubitul de control este resetat atunci qubitul de date raméne neschimbat.



Notand qubitul de control cu |c) si qubitul de date cu |d) si considerand starea
computationala de baza (i.e. ¢, d € {0,1}), tabela de adevar pentru operatorul U — Controlat
este:

|0)|0) — [0|0)

|0)|1) —[0)[1)

11)|0) — [1)U]0)

|11)|1) — [1)U]1)
sau in scriere prescurtata:

U—-Controlat
le)d) —————— [c)U€d)

Circuitul care implementeaza operatorul U — Controlat este reprezentat astfel:

U

Un caz particular de operator U — Controlat este operatorul CNOT. In acest caz U este
identificat cu operatorul Pauli X.

4.1.2. Implementarea operatorului U-Controlat de un qubit

Folosind descompunerea U = e'* AXBXC, se demonstreaza faptul ca:

Teorema: Circuitul U — Controlat poate fi implementat folosind numai porti care actioneaza
pe un singur qubit si poarta CNOT.

Demonstratie: Demonstratia prezintd constructia unui astfel de circuit. Mai 1ntai trebuie
observat ca urmatorul circuit satisface celei trei conditii din definitia operatorului U —
Controlat, deci se spune ca acest circuit implementeaza operatorul U — Controlat.

C () B () A elaf, ——

Aceasta deoarece conform circuitului de mai sus:
- qubitul de control raméne neschimbat
- daci qubitul de control este setat, atunci operatorul e/*AXBXC = U este aplicat
asupra qubitului de date,
- daca qubitul de control nu este setat, atunci operatorul ABC = I, este aplicat
asupra qubitului de date, adica qubitul de date raméne neschimbat.

In continuare, singura portiune din circuitul de mai sus care nu satisface conditia ceruta in
ipoteza, adica nu este nici poartd pe un qubit [Ji nici poatda CNOT, este implementarea
operatorului el@] » — Controlat, a cérui efect, considerand starea computationald de baza,
este:

el@],— Controlat

10)|0) 10)|0)
el@,— controlat

10)|1) 10)|1)
el@,— controlat

11)[0) |1)e™I,|0) = e**[1)]0)




el@],— controlat

|1)|1) [De'“l|1) = e™*|1)]1)
Dar, aplicarea controlata a operatorului de deplasare de faza asupra qubitului de date este
echivalentd cu aplicarea neconditionatd a unui operator S pe un qubit asupra qubitului de
control. Unde, considerand din nou starea computationala de baza, efectul acestui operator S
trebuie sa fie:

N
10) — $10) = [0)

1) — S11) = e'|1)
ceea ce este foarte posibil daca matricea sa asociata este matricea unitara:
S = [él) e(i)“]
Deci 1n concluzie, circuitul contindnd numai porti care actioneaza pe un singur qubit si poarta
CNOT, care implementeaza operatorul U — Controlat este:

S

i i
¢ N B N %

4.2. Operatorul U-Controlat pe mai multi qubiti

Un exemplu particular de poartd controlatd pe mai multi qubiti este poarta Toffoli [10].
Considerand starea computationald de baza, in cazul general, presupunind un operator pe
n + k qubiti in care operatorul U actioneaza pe k qubiti, operatorul U controlat de n qubiti se
defineste ca:
CRr(U)|cicy ocpdldrdy o di) & [cicy o cp)UL2d d, ... dy),

unde exponentul operatorului U este produsul binar al bitilor de control c;c, ... c,,. Aceasta
definitie se traduce prin urmatoarele conditii, generalizare a operatorului U — controlat:

- qubitii de control ¢, ¢, ... ¢, rAman mereu neschimbati,

- daca toti qubitii de control sunt setati Vi € {1,2 ...n} = ¢; = 1, atunci operatorul
U actioneaza asupra qubitilor de date d,d, ... dj,

- daca cel putin un qubit de control nu este setat 3i € {1,2 ...n} = ¢; = 0, atunci toti
qubitii de date d,d; ... d} rdman neschimbati.

Operatorul U controlat de n qubiti este reprezentat prin urméatorul circuit cuantic:



lcr)

lc2)

I Ca)

\dy |
\d) ——

dy — |

4.3. Operatorul U-Controlat de doi qubiti

4.3.1. Implementare folosind porti controlate de 1 qubit

Teoremd: C?(U) poate fi descompus in produs de operatori C1 (U).

Demonstratie: demonstratia se face prin prezentarea unui circuit care realizeaza
descompunerea din teorema. Deoarece operatorul U este un operator unitar pe un qubit,
existd un operator unitar V pe un qubit astfel incat: V2 = U. Folosind aceasti notatie se poate
verifica urmdtoarea echivalenta Intre circuite:

lcz)
1) = P >
Id) U — Vv yt V —

Se observi ci circuitul din dreapta este alcituit numai din porti C{ (U): CNOT, C1(V) si
CE(VT); si se verifica definitia operatorului C2(U):
ctv)
lesca)ld) = lesc;)Ve=|d)
— )X )V 2|d) =[c)e1 @)V 2| d)
ci(vt
) enle @t ®evaa)
CNOT C1®C2
— |e) X e, @)V T Vezld) = [c1) | @c @cy)V

= )| o)V Ty ez )

r10ey | g)



ciw)
25 e ea)verv ey e g)

0®
c1 = 0: [ep)le))VOVT P2V |d) = eV T2V e|d) = lep)lea)s?|d) = lesdlea)ld)
¢, = 0: [e)le)VaVTTOOVOd) = [e)e)V Vi@ d) = lep)leMsHd) = |eydley)ld)

1@1
16 = Li eVt Vid) = le)edVILVId) = |ed)le)V P d) = |er)lex)Ud)
= |c1c2)U 2| d)
|
Daca se considera poarta Toffoli: U = X siV = % (I, + iX), se poate verifica relatia:

,  (1=0)? o Tl : 2 i .
Atunci, conform teoremelor de mai sus se observa ca porti reversibile pe un qubit impreuna

cu porti reversibile pe doi qubiti sunt suficiente pentru a implementa poarta reversibila
Toffoli. In calculul clasic, aceastd observatie nu este aplicabila: porti reversibile pe un bit
impreuna cu porti reversibile pe 2 biti nu sunt suficiente pentru a implementa poarta
reversibild Toffoli, care este o poarta universala 1n calculul clasic.

4.3.2. Implementare folosind numai CNOT si porti simple pe un
qubit
Teoremd: Orice operator CZ(U) poate fi implementat folosind cel mult 8 porti pe un singur
qubit si 6 porti CNOT.

Demonstratie: Folosind descompunerea V = e @AXBXC =Vt = e aCtXBTXAT, conform
celor doua teoreme de mai sus, se poate construi circuitul de mai jos, care demonstreaza
faptul ca un operator pe un qubit, conditionat de doi qubiti poate fi implementat folosind
numai porti pe un sigur qubit si poarta CNOT.

ct— ¢

JA\
Y
5]
N
¢V
N

Y

— C
Unde

N N N b
D— B <14 AT =P BT

N

1 0
§= [() ei“]
Circuitul de mai sus poate fi simplificat deoarece, toate portile fiind unitare, rezulta ca
AYA=1,,cCt =1, 5i STS = I,. Se obtine astfel urmatorul circuit:



_ Py pay P N N
Cr=o— 8 O 8" o1 ¢

N
UV
hN

Mai mult, cele 3 porti CNOT conectate in cascada au urmatorul efect:
CNOT CNOT
lc162¢3) — lereadle; @ c3) — erdley @ co)le; @ c3)

CNOT
— [c)ler @ cr)ley @ e, @ c3)
care poate fi implementat folosind numai doua porti CNOT:

e e
N = N
U - N

N N e )

U U

Acest circuit se poate simplifica In continuare. Conform demonstratiei teoremei de mai sus,
avem urmdtoarea identitate intre circuite:

e, eaf,

N
N
/A
N
N
AN

N
L

Efectul acestui circuit este:
CNOT etay, e
lcicac3) — [cica)l e, @ c3) —— e'¥“2cy)|cy)|c; @ c3)
CNOT e~iag,

. I . .
— e'*2|cy)|c; D ), D c3) — elaczela(cl®62)|c1)|c1 @ cz)le, D c3)
CNOT

— el*2ei (0| ), @ ¢y)lc; B ¢, D ¢, D c3)
= e'@2e@(®|c ) c; @ ¢3)le D c3)
Si se observa ca acest efect poate fi obtinut folosind un circuit mai simplu:



E'ialg E"ialg —
/I = N
D = mvakl
N N
L L
Deci, cu cele doua simplificari suplimentare, circuitul cautat este:
S
N N
S o5 D
— N N N /R
cr=o o B O F o 4

4.4. Implementarea cuantica a portilor clasice universale
reversibile

4.4.1. Implementarea portii Toffoli

Poarta Toffoli poate fi implementata folosind numai urmatoarele tipuri de porti: Hadamard,
faza, CNOT si T. Circuitul care implementeaza poarta Toffoli este urmatorul:

lcz) T —lc)
1) P Tt s e
N N N N
o o g e e e . . Toffol
Se verifica definitia circuitului operatorului Toffoli: |¢c;c,d) —— |c1¢)|d @ cq¢,)
Hadamard [0) + (—1)d|1)

lcicod) ———— |cyc3)

V2



cnor 1
# —

V2
Tt

— =) 7% 1cy) + e
ﬂ,% leicy) [e“%cz o1 ® ) + e (~ 1), @ 3)]

L)% leycy) [e—i%czei%(q@Cz)lCl @ c,) + e_i%aei%(“@G)(—l)‘”Cl @ C_z)]
cvor 1 Iesc) [e-i%czei%(cler)cz) le1) + o110 5131 @) (—1)d|C_1)]

V2
Tt

1 T T T TM— 7T T
N E lcic,) [e—lzczelz(Q@Cz)e—lzﬁ lcy) + e—lzczelz(ﬂ@@e—lzﬁ (- 1)d |a)]

CNOT 1 T T T T— T __ TT—
N |C1C2> [e_LZCZQLZ(Cl®CZ)e_LZC1 |0) + e—lZCzelz(Q@Cz)e—lzh (_1)d | 1)]

V2
Tt T

1 -, ~i%, T @cy) ,~ike; -t @) %G i a
—>ﬁ|cl)e 47%|c,) e 4 2e s e 4t0)+ e 44 e 4tea(—1)%1)

1

7 lcico)lez) + (=D cy)]

le1e)((0 D ) + (DL @ ) =

LTT.

(1))

V2

1 . . ) T, . om_ .
— E le)ey) [e—l%Czel%(q@cZ)e—t%cl|0) + e_L%el%(C1®C2)e_l%C1el%(_l)d|1)]

cvor 1 T T T R . m—
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4.4.2. Implementarea portii Fredkin folosind Toffoli

Poarta Fredkin (sau poarta de inversare controlatd), avand o semnificatie aparte in teoria
calculului reversibil, se defineste ca fiind o poarta pe trei biti, doi biti de date si un bit de
control, care satisfac urmatoarele conditii:

- bitul de control ramane mereu neschimbat

- bitii de date sunt interschimbati daca si numai daca bitul de control este setat

Poarta Fredkin are doua proprietati importante:
- este reversibila: aplicand de doua ori in serie poarta Fredkin se obtin bitii 1n starea
originala.
- este conservativa: numarul de biti setati se conserva la trecerea prin poarta.

In calculul cuantic, operatorul Fredkin este unitar, matricea sa in starea computationald de
baza fiind:

10 000 0 0O

01 00 0 O0O0TO

0 01 00 0 0O

0 001 0 0 O0O

0 0001 0 0O

0 000 0O 010

0 000 0 10O

0 0 0 0 0 0 0 1

Poarta Fredkin se reprezinta grafic astfel:

la) ——— - 1a) la) ——— - 1D)
|\b) ——— Fredkin ———— b) |0y ——— Fredkin ——— 14)
10) 10) 11) 11)

Din definitia de mai sus se obtine descrierea algebrica a portii Fredkin, unde a, b, ¢ sunt
numere binare pe 1 bit:

|abc) la @ ca @ cb)|b @ ca @ cb)|c)

Poarta Fredkin se poate implementa folosind trei porti Toffoli astfel:

Fredkin




\a) & & |a® ca® cb)
| b () | b® ca® cb)
lo) lo)
Si se verificd definitia portii Fredkin:
Toffoli
labc) la @ bc)|bc)
Tof foli

—— [a @ be)|b @ c(a @ be))|c) = |a @ be)|b @ ca @ cbe)|c) =
' =|la® bc)lb ® ca @ cb)|c)
I e @ be ® c(b ® ca @ ch))|b @ ca @ cbc)
=la@®@bc®Dchb®cca® cch)lb @ ca @ cb)|c)
=|la®ca®chb)b @ ca® ch)|c)

Sau, si mai simplu, se observa ca portile exterioare Toffoli pot fi inlocuite de porti CNOT:

la) () C) |a® ca® cb)
1) 9
CNOT
labc) ——— |a @ b)|bc)
P20 @ b)1b @ (@ ® b)Ic) = la @ b)[b @ ca ® ch)le)

CNOT

—— a@®bDBDDca®ch))|b@® ca® ch)|c)=|a® ca® chb)|b ® ca @ cb)|c)
Si deoarece operatorul Fredkin este simetric 1n a, b, urmatoarea poarta este de asemenea
echivalenta cu cele doua porti de mai sus:

1) D |a@® ca@® cb)
1b) h D16 ca® ety
o) )

In continuare, inlocuind poarta Toffoli de mai sus cu circuitul de la 4.3.1. care implementeaza
poarta Toffoli, se ob[ine un circuit care implementeazd operatorul Fredkin folosind numai

pori pe doi qubilli:



la® ca® cb)

|a) 14 vt

1By (T ™ an /]
U N N N

¥s)

D— 16® ca® ch)

1c)

Unde, alla cum s-a aratat in capitolul 4.3.1., V = % (I, + iX). Primele doud por[i se pot

compune Tntr-o singurd poarta pe doi qubilli:

| a)

| b)

Va®b | g)

|a@® b)

[Ji se oblline astfel o implementare a operatorului Fredkin folosind numai 6 porlJi pe doi

qubilJi.



5. Implementarea operatorilor controlati

5.1. Implementarea liniara a operatorilor controlati

Un circuit foarte simplu care realizeaza implementarea operatorilor controlati C;*(U) in cazul
general este prezentat mai jos. Circuitul este Tmpartit din punct de vedere logic din trei etape
si foloseste n — 1 qubiti de lucru, setati toti initial in starea computationala de baza |0).

Yo%)

1c2)

lC3)
1Cq)

| C5)

| Cy)

1/7)
117)
1/3)
114)

/4R
\V
/4R
\V

N
N
N
¢

/4R
G
4R
¢

N
\V
N
G

|1n-2)
|117—1)

N
N
N
G

ld;)
|d>)

| di)

Considerand qubitii de control in starea computationald de baza |c;c; ... cy), circuitul
implementeaza reversibil in prima etapa operatia de produs logic Intre toti bitii de control:
€1 * Cy * ...” Cp. Sunt folosite in acest scop n — 1 porti Toffoli si cei n — 1 qubiti de lucru.
Prima poarta Toffoli realizeaza produsul logic intre primii doi qubiti de control, folosind ca
iegire primul qubit de lucru. Cea de-a doua poarta Toffoli adauga cel de-al treilea qubit de
control la produsul anterior, folosind ca iesire cel de-al doilea qubit de lucru. $i asa mai
departe pand cand ultimul qubit de lucru contine produsul logic al tuturor celor n qubiti de
control.

In a doua etapd, circuitul implementeaza operatia cautati Ci*(U) folosind o simpla poarta
conditionati de un singur qubit Ci (U). In cea de-a treia si ultima etapa, circuitul
implementeaza operatia inversa corespunzatoare operatiei din prima etapa pentru a reseta toti
qubitii de lucru la starea lor computationala de baza initiala |0).



Asadar, qubitii de control ramén neschimbati 1n timp ce operatorul U este aplicat asupra
qubitilor de date |d;d, ... d; ) daca si numai daca toti qubitii de control sunt setati in starea
computationala de baza |1).

5.2. Implementarea exponentiala a operatorilor controlati

5.2.1. Implementarea operatorilor controlati de 3 qubiti

Implementarea operatorilor C§*(U) poate fi realizati folosind numai operatori C (V), fird a
folosi nici un qubit de lucru. Metoda prezentatd mai sus pentru implementarea operatorului
conditionat de 2 qubiti C?(U) poate fi generalizatd pornind de la urmitoarea observatie.
Logica operatiilor dictate de circuitul CZ(U) este:

-V daca sinumaidacdc, =1

- VT daci si numai daci ¢, @ ¢, = 1

-V daca si numai daca c; = 1

Deoarece c;— ¢; @ ¢, + ¢, = 2 - (c; A ¢,) aceastd secventd de operatii este echivalentd cu
aplicarea V2 = U asupra celui de-al treilea qubit.
In mod analog, pentru implementarea C3 (U) se determina operatorul V astfel incat V4 = U.
Secventa ce operatii efectuate asupra celui de-al patrulea qubit este:

- (100) Vv daca si numai dacac; = 1

- (110) vt daca si numai dacic; @c, =1

- (010) %4 daca si numai daca c, = 1

- (011) vt daca si numai dacac, @ c3 =1

- (111 %4 dacd si numaidacic; @c, Dcy; =1

- (101) vt dacd si numai dacic; @ c; =1

- (001) Vv daca si numai daca cg = 1

Pentru fiecare operatie de mai sus, sirul de biti din stanga indicd asupra caror qubiti se aplica

conditia de setare (= 1). Paritatea fiecarui sir de bit indica tipul operatorului aplicat: pentru

siruri cu numar impar de biti setati se aplicd /, In timp ce pentru sirurile cu numar par de biti

se aplica V1.

Prin compararea acestei secvente de operatii cu termenii din ecuatia:
G—@cte— @+ @D, Des—c;@Deg+c3=4-(c;Acy Acs)

se poate verifica faptul cd secventa de operatii de mai sus este echivalentd cu aplicarea

operatorului V* asupra celui de al patrulea qubit daca si numai dacd ¢; A ¢, A ¢ = 1, adica

exact definitia operatorului conditionat: C3 (U).

Circuitul care implementeaza secventa de operatii de mai sus este urmatorul. Pentru o

implementare eficienta, sirurile de biti de mai sus trebuie sa formeze o secventa de cod Gray.

N
\V
N
\V

N
\V
N
\V
N
\V
N
GV




5.2.2. Implementarea operatorilor controlati. Generalizare

Analog cu constructia circuitului de mai sus, se poate ajunge prin inductie la urmatoarea
generalizare:

Teorema: Pentru orice n > 2, si orice operator unitar U pe k qubiti, poarta conditionata
Cr(U) poate fi implementata de un circuit pe n + k qubiti care este format din 2™ — 1 porti
CE(V) si CL(VT), la care se adaugd 2™ — 2 porti CNOT, unde V""" = U este un operator
unitar.

Circuitul este obtinut prin transpunerea urmatoarei ecuatii:
n

n n
Ya- D (@)t ) (@6 ®c)- -+ DA DO . @)
ij=1 iy <iy iy <iz<is
=2"1 (A Al Acy)
Se observa ca, desi aceasta variantd de implementare a operatorilor conditionati generali are
avantajul ca nu necesita nici un fel de qubiti de lucru, numarul de porti necesare creste
exponential cu numarul de qubiti de control. In contrast, in varianta care necesita qubiti de
lucru, numaérul de porti necesare creste numai liniar cu numarul qubitilor de control.
Avem de a face asadar si in acest caz cu bine cunoscutul compromis intre viteza de procesare
(i.e. numarul de porti conectate n cascadd) si marimea memoriei de lucru necesare (i.e.
numarul qubitilor de lucru).

5.3. Implementarea patratica a operatorilor controlati

5.3.1. Implementarea portii CNOT generalizata folosind porti Toffoli

Ca o solutie de compromis intre numaérul exponential al portilor necesare pentru simularea
fara qubiti de lucru si numarul liniar al portilor necesare pentru simularea cu qubiti de lucru,
in continuare este prezentat un circuit care implementeaza operatorul conditionat 7} (U)
folosind un singur qubit de control.

Lema: Pentru n > 3, operatorul C™(X) poate fi implementat folosind 2n — 3 porti Toffoli si
n — 2 qubiti de lucru care nu trebuie setati la o valoare initiald anume. Addugand inca 2n — 5
porti Toffoli, circuitul pastreaza valoarea initiald a qubitilor de lucru.

Demonstratie: prin inductie dupa n. Pentru n = 3, circuitul de mai jos satisface enuntul din
. 4-Toffoli
lemi: |cicoc3)|l)d) —— [crce3)| i) |d @ cqcpc3)

lcz)

lc2)

IC3)

) D D

4 —D—D
Toffoli Tof foli

|C1]f]gcl3)|l1)|d) lcicaea)l)d @ 1ycs) lcicaead|ly @ cic)ld @ 1yc3)
Tof foli

7’ lcicaeadly @ cie)ld @ lics @ i3 @ ci6,03) = |eycae3)|ly @ cicp)ld @ cicac3)
Toffoli

—— |c1663)| 1y @ 10, D cic)|ld D cqcc3) = [ercpe3) i) |d @ cqcpe3)



Daca lema este adevarata pentru n — 1, atunci este adevérata si pentru n:
(4n—12) -Toffoli
lc16z o)l o Ly d) —————— [ey6z ool o Ly 3)d @ €65 v Cpq)
=
(4n—-8) - Tof foli
lercz o cnllyly o ln—2)d) —————— [c1ca . cpdllaly o o) |d @ c1cz - cn)

lcz)

1C2)

I Cp-1 )

| Cr)

1/7) —

) . L . L=Lt .

\p3) — : —

I ]11—2)

) —D D

4R\
W
N
\V

Tof foli
lcicy o)y o L) d) lcicy e lily ol d @ L_ocy)

(2n-5)- Toffoli
lcicp ) ly @ el @ cicp63) oo |ly—y @ €165 wCpo1)d @ Lyocp)
Tof foli

— |1y )l @ el @ cicpe3) v |lyey @ c1C5 o Cpo1)ld
S) ln—ZCn @ ln—ZCn S) C1C3 - Cn—lcn)
= le1ca ) ly @ c1e)|l; @ c16263) v [l @ €165 v Cpo NAD €1C5 o Cp1Cn)

(2n-5)- Toffoli
le16z o cn)ly @ €16 @ 1Ml @ 16263 @ €16563) e Lz @ €165 - Cry
@ €162 e Cpo)AD €165 . Cp_1Cp)
= |c16z e cpMllyly o Ly ) d @ €165 -0 0)
Asadar, numarul total al portilor Toffoli este: 1 + 2n —5)+1+ (2n—5) =4n—8
Circuitul in cazul general este urmatorul:
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Lema: Pentru oricen = 3 si 1 < m < n — 1 operatorul C"(X) poate fi implementat folosind
un circuit format din doud porti C™(X), doua porti C*~™*1(X) si un singur qubit de lucru.
Demonstratie: demonstratia se face prin constructie. Circuitul urmadtor satisface conditiile

cerute de lema. Evolutia qubitilor este:
c™(X)

lcicy o) D]A) — |05 o I @ 1€y .o Cp) | )

Cn—m+1(X)
—— |16y e L @D 1€ ) @ LCpy1Cmaz o Cr D C1C2 oo CnCims1Cimt2 - Cn)

c™(X)
— iy e LD 1€y v iy D €16 A @ lC41Cmaz o Cn @ C1C5 .. Cp)

= |16z DA @ lermy1Cmyz o Cn @ €165 .. Cp)

cn-mH1(x)

—— |1y DA @ e p1Cmez o Cn D €1Co oo Cpp @ LC1Cmaz - Cn)

= ley¢ ) Dd @ i€ o C)



lcz)

lc2)

lc3)

| Cm-])

| Cm)

I Cm+1)

I Cn-l)

| Cr)

17)

Id) & D

4R
N
/4R
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Corolar: Pentru orice n = 5, operatorul C™(X) poate fi implementat folosind un circuit
format din 8n — 24 porti Toffoli si un singur qubit de lucru. Deci, complexitatea temporala
este liniard iar complexitatea spatiala este constanta.

Demonstratie: Se alege m = E] si conform lemei anterioare, operatorul cautat se poate
implementa folosind 2 porti C H (X), 2 porti C n-[3l+1 (X) si un singur qubit de lucru.
Conform unei leme de mai sus, operatorul C H (X) aplicat asupra qubitului de lucru |1) poate

fi implementat folosind 4 E] — 8 porti Toffoli si, pe post de qubiti de lucru, qubitii:

CE] N 10[21 42 Cn ), adican — E] qubiti de lucru. Se observi ca ipoteza lemei respective este

A . ew n n n n

indeplinitd deoarece n — [E] = [E] -2 (:n> St 1= [E] .

Conform aceleiasi leme, operatorul C n-[3l+1 (X) aplicat asupra qubitului de date |d) poate fi

implementat folosind 4 (n - [g] + 1) —-8=1 (n - E] - 1) porti Toffoli si, pe post de

qubiti de lucru, qubitii: |C1C2 C[E] ), adica E] qubiti de lucru. Se observa ca ipoteza lemei

: .
272 2

. R . 1
respective este indeplinitd deoarece E] >n-— E] +1-2¢& E] = %— 5 < E

Numarul total de porti Toffoli necesare este:
n n n n
(45| —8) +4(n=[5] - 1) + (4[] -8) +4(n-[5] - 1) =8n - 24

5.3.2. Implementarea operatorilor controlati, fara qubiti de lucru

Lema: Pentru orice operator U, operatorul conditionat C}}(U) poate fi implementat de
circuitul de mai jos, unde V2 =U.



Icz)
Ic2)
1Cp-1)
') > P
\d;) I
ldz) — S
V vt V
i) —
Si se verifica definitia operatului conditionat Cy} (U):
|Clﬁ%{"cn>|d1d2 e die) v lcics v c)Vr|dad, ... dy)
Cl—(X)> lcicy v Cpo)Cn @ ciCy o Cp_)V | d,d, ... dy)
LVT)’ lc162 e Cnoqdlen @ i€ Cn—1>VTcn®Clczmcn_1VCn|d1d2 e dye)

c" () $en®C1C2-Cnm1 ¢
——— 1€y e o M Cy @ €1C5 i Cpeq D C1Cp . Cq)V Ven|d,d, ...dy)

= c1Cs o Ca ) eV IOy e d d, L dy)
)

—_— |C1C2 Cn)Vclcz'"Cn_lVTC”®C1C2".Cn_1VCn|d1d2 dk)
{ |C1Cy v Cp WV CrC2Cnma P21 g g dy e, =0

lcyCy o cp)V 12Oyt A2ty 10 g @y e =1
lcyCy Y (VYY1 Cn11d d, . dy) ¢ = 0= ciCponCpy = 0
lc1Cp e cp)V2|d dy oody) ,cp =1ACiCyCpeq =1 105 ey =1
lcicy v WV dyd,y .ody) ,cp =1AC1CpeCpq =0 = CiCyCpy =0
_ {lclcz wepldidy .dy)  ,ci6p 0y =0
lcicy ...cp)Uldydy .. dy) ,cicp .0 =1
Teorema: Orice operator C™(U) poate fi implementat folosind 0(n?) porti elementare: por(i
care actioneaza pe un singur qubit Tmpreuna cu porti Toffoli si CNOT.
Demonstratie: aplicand lema anterioara pentru k = 1 si notand cu cost(U) numarul de porti
necesare pentru a implementa operatorul U:
cost(C™(U)) = cost(C(V)) + cost(C™ (X)) + cost (C(V*)) + cost(C"H(X))

+ cost(C (V)
Conform corolarului de mai sus, considerand ca qubitul de date |d) indeplineste temporar
rolul de qubit de lucru, numarul de porti Toffoli necesare pentru implementarea operatorului
C™"1(X) este:
cost(C"1(X)) =8(n—1)— 24 =8n—32
Conform unei teoreme anterioare, cele 2 porti C(V) si C(V1) cuplate ca in circuitul din
corolarul de mai sus, au nevoie Tmpreund de 6 porti pe un qubit si 4 porti CNOT:
cost(C(V)) + cost (C(V)) = 6 + 4 = 10
Deci: cost(C™(U)) = 10 + 2(8n — 32) + cost(C*™1(V)) = 0(n) + cost(C"1(V))
Aceasta relatie recursiva conduce la: COSt(C (U )) =0(n?



6. Porti cuantice universale

6.1. Porti controlate prin valoarea 0

In circuitele prezentate anterior, portile controlate sunt activate cAnd qubitii de control sunt
setati la |1), si sunt dezactivate cind cel putin un qubit de control este resetat la |0).
Bineinteles ca nu e nimic special cu valoarea 1 in comparatie cu valoarea 0. Se pot construi
porti cuantice controlate care sunt activate de qubiti de control resetati la |0) [63]. De
exemplu, similar cu poarta CNOT, se considera cel mai simplu circuit controlat pe doi qubiti
— un qubit de control si un qubit de date: qubitul de date este inversat daca si numai daca
qubitul de control este resetat la [0): [c)|t) — [c)1 D c @ t) = |c)|c D t)

Se poate ardta ca acest circuit poate fi implementat folosind o poartd CNOT:

O X X
N
L L
Se verifica definitia circuitului:
X CNOT X
1) 11 @ c)le) @1 DcDt)
X

" 1@1DNIDcDE) =N DcDE)

In cazul general, orice poarta pe un numaér oarecare de qubiti poate fi controlata de o
combinatie de qubiti de control in asa fel incat poarta respectiva este activata daca si numai
daca unii qubiti de control sunt setati la [1) iar restul sunt resetati la |0). Si acest tip de circuit
poate fi implementat folosind porti X si o poarta U-controlatd numai de qubiti setati la |1).
Portile X pe un qubit actioneaza asupra qubitilor de control care activeaza poarta U prin
valoarea |0).

O X X
O X X
U U

X o U—-controlat
16263t by o ty) — > [C1CaCa) ity v b)) ————————
U-controlat _ - X —_
————— 16283ttty @ Cr0pC) — [ciCp03) |ty oty @ CiCpC3)



6.2. Multimi continue de porti cuantice universale

In calculul clasic, orice operatie poate fi implementata folosind numai cateva tipuri de porti
(AND,OR,NOT,FANOUT, etc.) [30]. Asta inseamna ca multimea {AND, NOT, FANOUT},
spre exemplu, compusa din tipurile de porti respective, este o multime universala pentru
calculul clasic. Alte asemenea multimi universale pentru calculul clasic sunt multimea
{Tof foli} si multimea {Fredkin}. Asta inseamna ca, asa cum s-a aratat anterior, deoarece
operatorul Toffoli poate fi implementat folosind un set limitat de porti cuantice, rezulta ca
multimea tuturor circuitelor clasice formeaza o submultime In multimea tuturor circuitelor
cuantice. Se poate ajunge la exact aceeasi concluzie folosind operatorul Fredkin.

In continuare sunt prezentate cteva multimi universale pentru calculul cuantic. Astfel, o
multime de porti cuantice se defineste ca fiind exact universala pentru calculul cuantic daca
si numai daca orice operator unitar, actiondnd asupra unui numar oarecare finit de qubiti,
poate fi implementat exact de un circuit cuantic compus numai din tipurile de porti
respective.

Daca foloseste o paradigma probabilista de functionare, o multime de porti cuantice se
defineste ca fiind aproximativ universala pentru calculul cuantic daca si numai daca orice
operator unitar, actionind asupra unui numadr oarecare finit de qubiti, poate fi implementat
aproximativ, dar cu o acuratete oricit de mare, de un circuit cuantic compus numai din
tipurile de porti respective.

6.2.1. Matrice de nivel 2

Se considera o matrice unitarad patratica U, de dimensiune d X d, care actioneazd asupra unui
spatiu Hilbert d-dimensional. Prin definitie, o matrice U de ordin d care actioneaza asupra
unui vector v cu d componente, se numeste matrice de nivel 2 daca si numai daca ea
modificd numai doud dintre componentele vectorului respectiv, 1dsand toate celelalte
componente neschimbate [15].
in exemplul de mai jos, in care U se considera a fi unitara si de nivel 2,

UL'—U)UII' = UiV +quJ Sl Uji)vlj = ujivi +u”171

U

in timp ce pentru Vk € {i, j} = v, — v). Asta deoarece singurele elemente netriviale in
matrice sunt: u;;, U;;, Wj;, U;;. Restul elementelor de pe diagonala principala sunt 1, iar restul
elementelor din matrice sunt 0.

S T | T ()—-17.1- - 2 1
6 u:l.l. u:i]. 0 vi uiivi-l:-uijvj
R T T
PO SR | P I I

(fugl? + |uij|2 =1
2 2
il + || =1

In plus, deoarece matricea U este unitara, trebuie satisfacut sistemul:

* * _
uiiuij + uﬂu” =0



6.2.2. Descompunerea in matrice de nivel 2

Teorema: Orice matrice unitard U de ordin d se poate descompune 1n produs finit de matrice
unitare, fiecare de dimensiune d X d si de nivel 2. [9]
Demonstratie: Din forma explicitd a unei matrice unitare de nivel 2 prezentatd mai sus, se
observa ca inversa unei astfel de matrice este tot o matrice unitara de nivel 2. De aceea
demonstratia se poate face prin constructia explicitd a unui set de matrice unitare de nivel 2
UL.U) unde i = j A{i,j} <{1,..,d— 1} astfel incat:

j=d-1 [i=d-1

[1(TTo)o-u
1 J

Atunci, conform observatiei anterioare, prin ITnmultirea succesiva la stinga cu matricele

unitare de nivel 2: U; DT ge obtine descompunerea dorita:
a-1 fd-

U= —[ 1_[ yot
J=1 \\i=j

Matricele unitare de nivel 2 se aleg in felul urmaétor. Ul(l) se alege astfel Tncat s actioneze

U117 [U12 U1d
numai asupra liniilor 1 si 2: [u21] [uzz [um] si prin multiplicarea U; My se obtine o

matrice U’ care are u',; = 0. Astfel, se alege:

U® = Iy, pentru uy, =0
X1, Xi3 0 o 0 - O
Xp1 X2 0 i
U1(1) —| : :o: o 1o il,pentruuy, #0

Si pentru ca u',; = 0 trebuie ca x,,U;y; + X35 Uz = 0. Deci, incluzand conditia de matrice

unitara pentru Ufl) rezultd ca trebuie rezolvat sistemul:

( X11X11 + XX =1
X11%X21 + X12X22 = 0
X11%12 + X31%22 =0

* * _
X11%11 + X1p%12 = 1
* * _
X11X21 + X12X22 =0
* * _
X11X12 + X21%2, = 0

* * _
X11%11 + X1pX1, = 1
* * _
X21X21 + X055 =1

* —_— * *
X{1X21 + X1pX0, =0 =< ) . _ . X21X21U11U1q
. 4o -0 X21X21 F XgpX0p =1 XX +—————— =1
X11X12 T X21X22 = Xp1Upq Uy Uy,
X21U11 + X22 Uz =0 Xpp = ————— _ XlUgg
Uz, Xy = B
([ X11X11 T X12X12 =
* *
X11X21 + X12%X22 = 0 u
21
* * —_ X = —_—_—
Ny X11X12 + X31X22 = 0 =5 te al 21 Ju11ul+ uzqudy
. B Wyt Uz e poate alege B “uyy
x21x21 - * * X2 = m
UpqU 1t UqUpy 11U11F U21Upq
\ Xyy = __X21U11
Uz1

Si restul matricei Ul(l) se determind din conditiile de matrice unitara



* * _
( X11%11 + X1%12 =1

* *
X11%11 + X12%12 = 1 x
(xﬁxn +x12%2 =1 ( . « _ _ X12X22
" 4oy -0 « _  X12%22 X11 =
X11X21 T X12X22 = U = X11 = T = X21 =
X11X12 + X21%2, = 0 X12X22

* * _ * _
X11X12 + X31X2, = 0 X12 + X31X2, =0

. . X21
X12X22 X12X32 . *
—— txpxn=1 _ X21X21
X221 X X12X12 = 1 >
X21X21 T X22X37 —
* X12X22 * Se poate alege X12 = Xq
< X = - = X1oX _
11 X 12X22 R
X1 X{1=—— X11 = TX32
XipX1X *21
12X12%22 . _ X ok
- —— +X31%, =0 X12X12 = X21X21
X21
Deci prima matrice cautata este:
_ * * .
U Uz1
\/u11u11 + UzqUy, \/u11u11 + UzqUy,
Uz1 — U 0 0
* * * *
y® = \/u11u11 T Uiy \/u11u11 T Uiy ¢ £ 0
1 = 0 0 1 e Q ... QfPEMTUU2
0 0 0 - 1 - 0
0 0 0 - 0 - 1

Si, cu siguranta se stie acum ca prin multiplicare numai primele doua linii ale matricei initiale
U se vor modifica astfel incat primul element de pe linia a doua devine O:

—_— ! li ! -
Ugp Ugz v Uq; 0 Ugg
! ! !
0 uZZ e qu vee qu
SOy — . . . . . .
1
Uin Uz o W o Ujg
| Ug1  Ugz 0 Ug; 0 Uggd

In mod analog, repetind acelasi procedeu, se anuleaza toate elementele u;4,i € {2, ..., d} din
prima coloand folosind matricele unitare de nivel 2 Ui(l), actionand numai asupra liniilor 1 si
i. Deci dupd d — 1 pasi se obtine matricea unitara:

_u”11 u”12 u”1j uuld_ 1 0 0 0 -
’ ’ . ’
0 u,22 u’zj uIZj 0 VY qu . qu
1) (1) E E -, S .. E : . . H . .
U( WU U= = ! ! !
a-1 1 0 u’iZ u,ij u,id 0 Uiy - ui]- v Uigg
) , ’ ’ 0 u R T i
| 0 U 42 eee ud]. ee U 44 | dz2 dj ddl

In continuare, acelasi procedeu se aplici pentru sub-matricea obtinutd din matricea U prin
eliminarea primei linii si primei coloane. Folosind matricele unitare de ordin d si nivel 2

UZ(Z) WU éz_)l, actionand asupra liniilor 2 si i, i € {3, ..., d}, se anuleaza in mod analog

Uy, L € {3, ...,d}. Se observa ca prin multiplicarea la stinga cu matricele Ul.(z), prima coloana
ramane neschimbata deoarece nici o U i(2) nu actioneazd asupra primei linii, si valorile nule de

pe prima coloana se pastreaza:
@ y®

0=1uy; ——0xy +0xy; =0 si 0= u;; —> Ox;, + Ox



Dupa multiplicarea la stdnga cu al doilea set de matrice unitare de nivel 2 se obtine:

0 1 0 0 0

(2) 2) ;M (1) 00 wa u”3j W
2 2 1 1 . . . . .
u@ L uPu® . uPu = : :

0 0 u iz v U oo u"i4

_0 0 u”d3 ee u”dj ees u”dd-

Procedeul se repetd in mod analog, la fiecare pas setul de matrice necesare anuldrii coloanei
respective fiind din ce in ce mai restrns, iar liniile si coloanele deja anulate raman
neschimbate.
]
Numarul total de matrice unitare de ordin d si nivel 2 necesare pentru descompunerea unei
matrice unitare de ordin d este astfel cel mult:

d(d—-1)

nmy<d-1D+d-2)+-+1= 3

Ca urmare, deoarece matricea reprezentind un operator corespunzator unui circuit cuantic pe
n qubiti are ordinul d = 2", aceastd matrice va fi descompusa intr-un numar exponential de
matrice unitare de nivel 2: 2™"~1(2" — 1). Pentru unele matrice speciale totusi se pot construi
descompuneri mult mai eficiente.

Este de asemenea important de constatat ca existd matrice unitare U de ordin d care nu pot fi
descompuse intr-un produs de matrice unitare de nivel 2 continand un numar de termeni mai
mic decat d — 1. Deci, desi existd matrice corespunzatoare unor circuite a caror
implementare poate fi eficientizatd la un numar polinomial de termeni, exista de asemenea §i
matrice a caror descompunere nu poate fi mai eficientd decat exponentialul numarului de
qubiti din circuit.

Aceasta observatie rezulta prin reducere la absurd. Se presupune ca 3 d > 1 astfel incat orice
matrice unitara de ordin d se poate descompune in U = U;U, ... U;_,, cu U; matrice unitare
de nivel 2. Dar Vd > 1 exista cel putin o matrice unitard U de ordin d care nu contine nici un
element egal cu O pe cel putin una din coloane.

Daca pentru aceasta matrice ar exista o descompunere in produs de matrice unitare de nivel 2,
considerand numai coloana respectivd k care nu contine nici un element nul,

uy # 0,Vi € {1, ...,d} ar rezulta:

U1 0
[u2k] 0
ukk = U1U2 "'Ud—Z i

M i

Pentru ca o matrice unitard U; de nivel 2 sa aiba vreun efect Tn produsul de mai sus, ea trebuie
sd actioneze neapdrat asupra uneia din liniile care au fost modificate anterior de cel putin una
din matricele U; unde j > i. Deci, numarul liniilor afectate este cel mult d — 2. Dar deoarece
vectorul tintd initial (asupra cdruia actioneazd U;_,) contine d — 1 elemente nule, Inseamna
cd vectorul de descompus contine cel putin un element 0, ceea ce contrazice presupunerea
initiala.

6.2.3. Implementarea matricelor unitare de nivel 2

Presupunénd U este o matrice unitard de ordin d = 2" si de nivel 2. Se doreste
implementarea acestei matrice folosind un circuit cuantic pe n qubiti.



Deoarece matricea U este de nivel 2, atunci cind este aplicata asupra unui vector tinta |v), ea
actioneaza numai asupra a 2 componente din vectorul respectiv, lasand restul componentelor
neschimbate. Considerand starile computationale de baza |bi), cui €{1,...,d}, un vector
oarecare se descompune in: |[v) = ?:1<bi|v)|bi). Asadar, dacd matricea U;; actioneaza
numai asupra componentelor i si j, ea va avea efect numai asupra vectorilor care fac parte din
sub-spatiul vectorial generat de vectorii din starea computationala de baza |b‘) = |b1b2 .bl)
si |b/) = |b]b] ...b]), cu b} € {0,1},k € (1,2, ...,n} sicu b} €{0,1},1 € {1,2,...,n}.
Efectul 01rcu1tu1u1 cautat trebuie asadar sa fie:

i\ Yij ~ . Uij
(169 =5 Uy [p9) A (/) =L Uy |p7) A (Ve € (1,2, crd} = (i3} = |6 —2 b))
Etapele necesare construirii circuitului cautat sunt:

Etapa 1. Se construieste setul de coduri Gray care conecteaz bib} ... bl cu b{ bé bl
{g%, ...g™}, cu g% k € {1,2, ..., m} numere binare pe n biti astfel incat

gt =bisign=>blsivke{1,2,..,m—1},3l, €{1,2,.., m} = gk @ gttt = 2%,
adici numerele binare g* si g**! diferd prin exact un bit. Astfel

19%) = |95 95 - 91,-190. 9041 - Gh-19%) = 19" = |91 95 - 9 -1 9L 9L 41 -+ Ih-19%)

Etapa 2. Pentru fiecare k € {1, 2, ..., m — 2}, se construieste un circuit controlat pe n qubiti
n-1

care interschimbd stirile computationale de bazi |g*) <C—(X)lk> |g**1), 13sand totodata
celelalte stari computationale de baza complet neschimbate. Acest circuit are n — 1 qubiti de
control, corespunzitori bitilor identici in g* si g***, si o poartd C"*~ (X )1, pe un qubit
corespunzitoare bitului I, care diferd intre g* si g***. Poarta C*~1(X )1, este controlatd de
ceilalti n — 1 qubiti prin valoarea lor comuni in g* si g**1.
Conectand in cascada cele m — 1 porti astfel obtinute in serie se obtine un circuit al carui
efect este, lasand toate celelalte stari computationale de bazd neschimbate:

; c(x) c(x) C (X)) (XD gy,
|bl)=|gl> I l2 lm-3 lm—2

lg™2) lg™ 1)

19%)
c(Xx),
|g?) ————|g")

(X)),
lg°) ———— 1g*)

_ C”_l(;()lm_
g™ —— g

Etapa 3. Din matricea originala U;; de ordin d si nivel 2 se construieste matricea de ordin 2

m—Z)

.
0 e Uy ee uU ees 0 _ W uU
0 ees uji ee u]} ees 0

La circuitul obtinut anterior se adauga in continuare in serie un circuit alcatuit dintr-o poarta
~ n—-1 Iy -4 . - . . - . .
controlatd C (Ui j)lm—l' Poarta U;; actioneaza asupra qubitului ,,_; corespunzator bitului

comun intre g™~ si g™, fiind conditionatd de ceilalti n — 1 qubiti corespunzator valorii lor
comune in g™~ 1 si g™. Se observi ci:
lg™) = b7y = |b{b] ..b] __.b]

Jj
lm— 1b

..b)_bj)



lg™Yy = |b/b] ..b] __\b] bl . .bl b
Efectul acestui circuit este asadar:
Cn_l(Uij)lm_ S . . . .
g™ty ——m= )bl . b )T |b;m_1) 6] 1) b)) |BL) = Ugslg™ )
‘ " Cn—l(Uij)lm_l NN j g j j ; .
|b]) =|lgmM—m |b1)|b2) |blm_1—1)Uif|blm_1)|blm_1+1) |bn—1)|bn) = Uij|bj)

Etapa 4. La circuitul obtinut in etapele anterioare se adauga inversul sub-circuitului construit
in Etapa 2. Deoarece acel circuit a fost compus numai din porti C"~1(X), inversul siu este
similar cu el insusi, avind exact aceleasi porti dar in ordine inversa, de la stinga la dreapta.
Efectul acestui circuit este asadar urmaétorul, el lasand toate celelalte stiri computationale de
baza neschimbate:

jgnty — ey gz O, Oy Ty iy
gty LDt omes
gm) Dt | -z
.Cn_l(X)zl

) |b) = g") ——— |g?)
In concluzie, circuitul obtinut 1n final, dupa cele patru etape de mai sus are efectul dorit
asupra starilor computationale de baza considerate, el 1dsand toate celelalte stari

computationale de baza neschimbate:
Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

b)) = |g") ——— g™ ") ———— Uylg™ ) ———— Uy |bY)
Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4
lg?) — lg*) — lg*) — lg%)
apa apa apa
1g°%) 19?) 19?) 1g°%)
_ Etapa 2 _ Eta.pa 3 _ Etapa 4 _
Lgm 1)—)|gm 2>—)|gm 2)—>|gm 1)
. m Etapa 2 j Etapa 3 j Etapa 4 j
|b1) = |g ) |b ) 1]|b )—)Uijlb )

|

Urmatorul exemplu simplu ilustreaza aplicarea celor patru etape prezentate anterior. Se
presupune ca se doreste implementarea urméatoarei matrice unitare de ordin 8 si nivel 2
folosind un circuit cuantic pe 3 qubiti.

Uy, 0 0 0 0 0 0wy
0 100000 0
0 01 0000 0
y.-|0 001000 0
8o 00010 0 0
0 00 0O0T10 0
0 00 0O0OT1 0
U, 0 0 0 0 0 0 ug

Matricea U;g actioneaza numai asupra componentelor 1 si 8 din vectorul tintd. Rezultd cd ea
actioneaza netrivial numai asupra sub-spatiului vectorial format de vectorii din starea
computationald de bazi |bt) = |000) si [b®) = |111).
Etapa 1. Codul Gray:

[bt) = |g*) = 1000), |g?)=1001), |g*)=1011), |g*)=[111) = |b®)
Etapa 2. Circuitul asociat codului Gray:

o gy G0 o0 CPX02 g
Acest circuit implementeaza |g*) ——— |g*) —— |g°)



o N
7 \J
N
N
Etapa 3. Implementarea operatorului C™~? (U i f)l
m-—1
Matricea unitara de ordin 2 asociata matricei de nivel 2 initiala este:
~  [YU11 Ui
Us = [usl uss]
Iar circuitul care implementeaza operatorul C2 (U18)1 este:
ﬁlB
Etapa 4. Circuitul final cautat este:
o O Ue O o
S N N o
T ¢V 1 A
N N
LV L

6.2.4. Calculul complexitatii

Numarul maxim de porti necesare implementarii matricei de ordin 2™ si nivel 2 este

cost(U;;) = (n — Dcost(C" (X)) + cost (C"‘l(ﬁij)) + (n — Dcost(C™1(X))
Asa cum s-a demonstrat anterior, C"(U) poate fi implementat numai din porti care opereaza
pe un singur qubit si din porti CNOT, numarul de porti necesare fiind cost(C U )) =
0(n?). Rezulta ca U; ; poate fi implementat folosind numai porti pe un qubit si porti CNOT,
numarul de porti necesare fiind:

cost(UL-j) =n—-10m0*»+01n?) +n—-10n?) =0mn3
In continuare, deoarece un operator general U pe n qubiti poate fi descompus 1n produs de
matrice de nivel 2, produsul respectiv avand cel mult 2"~1(2" — 1) termeni, rezultd ca U
poate fi implementat folosind numai porti care actioneaza pe un qubit si porti CNOT,
numarul total de porti necesare fiind:
cost(U) = 2" 1(2" — 1)0(n3) = 0(n34")

Bineinteles cd aceastd constructie nu este dintre cele mai eficiente, deoarece necesita un
numar exponential de porti. De aceea, pentru gésirea unor algoritmi cuantici eficienti este
necesar a se urma o altfel de constructie decat cea prezentatd in demonstratia de universalitate
a portilor pe un qubit si CNOT.
]



6.3. Mul1imi universale discrete de por( i cuantice

Inainte ca modelul de calcul cuantic sa poati fi aplicat in practica, citeva probleme au trebuit
sa fie adresate mai 1ntdi. Cea mai importantad problema este datorata susceptibilitd[Jii sporite
la interferen[Je externe nedorite (i.e. zgomot) a proceselor fizice care au loc la nivel cuantic.
Pentru a adresa aceastd probleméd, modelul de calcul cuantic trebuie sa fie capabil de
implementari robuste, rezistente la erori de procesare [1i zgomot extern. De aceea, este
necesar a se demonstra cd operatorii unitari (care sunt folosiJi in modelarea opera[Jiilor de
calcul cuantice) pot avea implementari care sunt bazate numai pe por[i cuantice robuste,
rezistente la zgomot extern. Existd deja cateva rezultate bine cunoscute 1n aceasta direc[lie, a
universalitaJii por[Jilor cuantice de baza, care se bazeaza in principal pe folosirea unei
porlJi ne-elementare, i.e. o poartd care implementeaza o rotallie pe un qubit cu un unghi care
este un multiplu iralJional al lui 2n. Totul[i, o implementare directd, rezistentd la zgomot a
unei asemenea porl /i nu este posibila 1n realitate; de aceea, aceste porlJi nu pot fi integrate cu
ulJurin[]a in medii susceptibile la zgomot extern.

Exista modalitd(]i de codificare a informalliei cuantice care pot fi folosite pentru a
demonstra ca o submullJime restransa de por[Ji cuantice elementare: Hadamard, schimbare
de faza, CNOT — numita grupul normalizator — poate fi implementata intr-o manierd robusta,
toleranta la defecte. Dar aceastd submulJime nu este suficientd pentru universalitate pentru
cd nu poate genera Intreaga mullJime de operatori unitari. Acest fapt a condus la sugestia de
a adauga o noud poarta elementara la grupul normalizator: Toffoli, o poarta care poate fi (i
ea implementata Tntr-o maniera tolerantd la defecte. Dar, o metoda directd de demonstrare a
universalita[ii acestei noi submul[limi nu a fost oferita.

Au fost descoperite cateva demonstrallii indirecte, care urmaresc a demonstra echivalena
exacta a bazei Shor [66] (Hadamard, schimbare de faza, CNOT, Toffoli) [i alte mul[Jimi de
baza, universale i discrete. Mai exact, aceste baze ofera circuite simple care implementeaza
in mod exact, operatorii din baza Shor. De asemenea, existd [Ji alte categorii de baze care s-a
dovedit ca nu sunt echivalente Tn mod exact cu baza Shor; mai precis, ele pot fi numai
aproximate de catre por[lile in baza Shor, ci nu pot fi implementate Tn mod exact.

6.3.1. Circuit de baza pentru rotalJii ne-elementare

Circuitul cuantic de mai jos implementeaza operatorul de rotallie de baza, in jurul axei z,
R, (), cu un unghi specific: 8, unde cos 8 = 3/5. Acest unghi & a fost ales in ala fel incat
sa fie un multiplu iraJional a lui 27.

0)H Hfeo—9 H

[0 H—e———9— H

e
e

@j
R{cos(3/5))| )
W—H s D il

Pentru a demonstra modalitatea de func[Jionare a circuitului de mai sus, se folosesc

definilliile por[Jilor folosite: Hadamard, schimbare de faza [ i Toffoli.
Hadamard

|00t)) ——————=(100) + [01) + [10) + [11)) 1))




Toffoli 1
——5[(100) + [01) + [10D ) + [11)X[1)]

phase

1
——5[(100) +]01) + [10DS ) + [11)SX )]

Toffoli 1
—>§[(|00> +(01) + [10)S|p) + [11)XSX[h)]

Hadamard

1
—)ZHOO)(SS +XSX) ) + (101) +[10) — [11))(S — XSX) )]

Folosind urmétoarele identitd[ i de por(’i cuantice:
3S + XSX = V10e'sR,(6), unde cosf = %

S—XSX=01-9Z=01-1i)Ss?
Starea circuitului de dinaintea operalliilor de masurare devine atunci:

H@e%momz(m + %001) +110) = 1))

Alladar, in concluzie, circuitul de mai sus implementeaza operatorul de rotalJie elementara

cu probabilitatea:

2
5

V10 ;=
—e 4 = -

Py =

6.3.2. Circuit pentru rotal’ii elementare, cu probabilitate unitara

Circuitul cuantic de mai sus implementeaza operatorul de rotal lie R,(8) asupra qubitului
[inta, daca rezultatele masuratorilor efectuate asupra qubi[Jilor de control sunt amandoua 0.
Altfel, daca cel pullin o operallie de masurare ntoarce rezultatul 1, qubitul [Jintd rdiméne
neschimbat, in starea ini[Jial. Aceasta decizie este implementata de poarta clasicd OR de la
iellirea circuitului cuantic, care accepta la intrare billii clasici rezultal]i Tn urma
misuritorilor [Ji controleazi apoi aplicarea por[ii cuantice finale S? = Z. ProbabilitiJile
acestor patru rezultate diferite, date de cei doi qubilli de control, pot fi calculate ca fiind:

v10 = 5

00 = |——€e?4 =5

4 8

b —p P_1—i2_1
01— %10 — "11 4 _8

Alla cum cele doud ecuallii de mai sus arata, probabilitatea ca circuitul cuantic de mai sus sa
implementeze intr-adevar operatorul de rotallie dorit este mult mai mare decét probabilitatea
ca circuitul sa implementeze o ,,no-op”. Totuli, este posibil ca aceasta distribullie de
probabilitate sa fie imbunata[Jitd mai departe, in a[7a fel incat probabilitatea cazului favorabil
sa tinda asimptotic catre valoarea de certitudine 1. Aceasta poate fi realizat prin aplicarea
succesiva a aceluialli circuit cuantic, pand cand operatorul de rotallie este intr-adevar aplicat.
Acest proces este reprezentat schematic 1n figura de mai jos.



M=00 M=00 M=00

o oLy

0)— ¢ 0)— ¢ 10— ¢
|)— -—-

R{cos™(3/5))| ¥}

Circuitul de mai sus implementeaza alladar operatorul de rotallie elementara, cu o
probabilitate care tinde asimptotic catre 1. Acest proces ruleaza astfel:
- dacd, la pasul curent, rezultatul a cel pulJin unei masuratori asupra unui qubit de

control este 1, atunci aplica circuitul din nou folosind:
o doi qubiTJi de control noi (pentru ca cei folosilli anterior au fost masurali,
deci nu se mai pot re-folosi) resetal]i la starea computa/ lionald de baza |0)
o acelalli qubit [Jinta ca cel rezultat prin aplicarea circuitului; asta deoarece
starea sa a ramas aceea i, deci poate fi refolosit
- altfel, dacd la orice pas intermediar n rezultatele celor doud masuratori asupra qubilJilor
de control sunt amandoua 0, atunci qubitul [Jinta a fost transformat cu R,(6), [i
procesul se oprel te.

Probabilitatea ca procesul sd se opreasca la pasul n este al ladar:
n—1

571—1 3 k
P(n)=P00 Z(Po1+P10+P11)k =§Z(§>
k=0 k=0

Asta deoarece la tolli pallii anteriori (1..n-1) rezultatul masuratorii a fost unul din valorile:
|01) sau |10) sau |11), pe cind la pasul curent (n) rezultatul masuratorii a fost |00). Se poate
observa ulJor cd suma de mai sus este suma unei progresii geometrice, [ i ca urmare, cand n

crelte, probabilitatea P(n) tinde catre 1:

_ 5 1
1111_1)130(P(n)) =g 3% 1

3
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6.3.3. Aproximarea operatorilor unitari

Deoarece mul[Jimea operatorilor unitari este continud, este clar ca o mulJime discreta de
porlli nu este suficientd pentru a implementa orice operator unitar arbitrar. In schimb, o
mulJime discreta poate fi folosita numai pentru a aproxima orice operator unitar arbitrar.
Considerand U [1i V sunt doi operatori unitari pe acelalli spalliu al starilor, U fiind
operatorul dorit a se implementa, in timp ce V este operatorul implementat de fapt, eroarea de
aproximare a lui U prin V este definita ca fiind:

EW,V) = rrlllﬁl)XII(U — NI

Aceasta definire garanteaza ca daca eroarea de aproximare respectiva este mica, atunci orice
operalJie de masurare efectuata asupra starii modificate de operatorul implementat de fapt V,
folosind orice stare ini[liald (i orice operator de masurare, da o distribullie de probabilitate
similard ca [1i cand aceeal |i operallie de masurare ar fi fost efectuatd asupra starii
transformate de operatorul dorit a se implementa U. In plus, daci o succesiune de porl i
cuantice este folositd pentru a aproxima o altd succesiune de por[li cuantice, erorile se
acumuleaza ntr-un mod cel mult liniar:



m

EWUUp—q .Uy, VipVi—q V) < z E(U,V))

j=1

6.3.4. Aproximarea operatorului de rotal ie

Considerand cele doua relallii anterioare, daca operatorii in cauza sunt operatori de rotallie,
eroarea poate fi exprimata In termenii unghiurilor de rotallie. In ecualJiile de mai jos, axa z
poate fi inlocuita cu orice axa de rotallie arbitrara.

E(R,(@), R,(a + B)) = max]|(R,(a) — R,(a + R))IW)|

max((1|(R(-a) = Re(—a = B)) (Re(@) = Ry(a + ) [)
(0121 = R = R ) ) = s (o1 (1 - os5) o)
=2 (1 — cos g) rrllll;)a)x((lpllllp)) =2 (1 — cos ,[2_3)

Aceasta relal lie poate fi generalizatd la aproximallii prin rotallii succesive identice:
((n@)modZn) —a
E(R,(a),R,(0)™) = 2|1 —cos

2
Principiul ,,pigeonhole” implica faptul ca daca 6 este un multiplu irational al lui 27, atunci,
pentru orice a [i orice acurate[Je doritd § > 0 este posibil a se gasi n, astfel Tncat

((n@)modZn) — a < §. Dar, deoarece ((n@)modZn) tinde sa se apropie de a, In acelalli

. 6)mod2m)-a .. - . . : :
timp cos (@)modzm)-a tinde catre 1. []i ca urmare, E(R,(a), R,(0)™) in ecuallia de mai sus
tinde sa se apropie de 0. In concluzie, pentru orice a [1i orice acurate[le doritd € > 0, existd

un numar natural n,, care depinde atat de a cat [1i de acurate[Jea dorita, astfel incat:
€
E(R,(@), R,(6)"0) < 5

Mai departe, poate fi demonstrat ca mul(Jimea discreta de por(Ji cuantice alcdtuitd din grupul
normalizator, la care se adaugd poarta Toffoli este universald pentru calculul cuantic; mai
precis, o operallie arbitrard unitara pe d qubili poate fi aproximata cu o acuratelJe arbitrar
de mare folosind un circuit compus numai din aceste porl[Ji cuantice. Circuitul ob[Jinut va
trebui 1n cele mai multe cazuri sa fie aplicat de mai multe ori, numéarul aplicarilor fiind direct
proporJional cu acurate[ea de aproximare dorita.
Mai intéi, deoarece operatorii Pauli satisfac HZH = X, orice operator unitar pe un singur
qubit poate fi descompus Intr-un produs de rotalJii 1n jurul axei [Ji operatori Hadamard:

U = R,(a)R(BIR,(y) = R,(«)HR,(B)HR,(y)
Apoi, din ultimele doud ecuallii, rezulta ca circuitul de mai sus, la care se adaugad doua sau
mai multe por[]i Hadamard, poate fi folosit n a aproxima cu succes orice operator unitar pe
un singur qubit:

€
E(U, R, (6)"HR,(6)" HR,(8)™) < 3=+ 2E(H,H) = ¢

Mai mult, deoarece orice operator unitar pe un numar arbitrar de qubilJi d poate fi descompus
intr-un produs de operatori unitari de nivel doi pe d qubilli, [Ji deoarece acelti operatori
unitari de nivel doi pe d qubii pot la randul lor sa fie implemental7i exact (i.e. nici un fel de
aproximalJie necesard) folosind numai por(Ji pe un singur qubit [Ji por[]Ji CNOT, rezulta ca
orice operator unitar pe un numar arbitrar de qubilli d poate fi implementat cu aproximalie,
cu o acurate[Je arbitrard €, folosind numai por(Ji Hadamard, schimbare de faza, CNOT (i
Toffoli, adicd numai por(Ji din baza Shor.



Considerente de performanBa

DemonstralJia directd prezentatd anterior pentru universalitatea bazei Shor ridicd anumite
intrebari 1n legdtura cu eficienJa modelelor bazate pe circuite cuantice [ i cu cantitatea de
resurse de calcul necesare pentru aproximarea operalliilor unitare. Din pécate, nu este posibil
a se aproxima operatori unitari generici pe d qubilJi folosind un circuit a carui méarime (adica
numar de porlJi conlJinute) este polinomiald in d. Totul["i, cdutarea bazelor universale
tolerante la defecte trebuie Intotdeauna sa aiba in vedere aspectul eficienei.

Deli majoritatea transformarilor unitare pot fi implementate prin aproximalJie numai foarte
ineficient, mai exact numdarul de por[i cuantice tolerante la defecte [1i zgomot extern crellte
exponen/Jial cu numarul qubillilor operatorului de implementat, este posibil ca unele baze
universale sa fie mai eficiente decat altele Tn aproximarea unor mulJimi specifice de
operatori liniari.



7. Transformarea Fourier

Una dintre cele mai spectaculoase descoperiri in domeniul calculului cuantic pana la aceasta
data, este aceea ca in modelul de calcul cuantic se pot rezolva unele probleme de calcul
pentru care nu s-a gasit Inca nici o solutie eficientd de implementare in modelul de calcul
clasic (incluzand modelul probabilistic). Cel mai cunoscut exemplu 1n acest sens este
problema determinarii factorilor primi ai unui numar natural stocat pe n biti. Pana in prezent,
desi s-au facut unele progrese in acest sens, cei mai buni algoritmi clasici au nevoie de un
numar pasi care creste aproape liniar cu valoarea numéarului de factorizat, ceea ce inseamna
cd este o creste exponentiala 1n functie de n. De aceea se considera ca factorizarea unui
numar natural este o problema greu tractabild pentru un calculator clasic: foarte repede
devine practic imposibil de factorizat chiar si numere reprezentate pe un numar modest de
biti. In contrast, un algoritm cuantic poate efectua acelasi calcul folosind numai
0(n?lognloglogn) operatii. Astfel, un calculator cuantic poate factoriza un numir natural
cu un castig de performanta exponentiala fata de un calculator clasic. Desi acesta este un
rezultat important prin el insusi, se poate spune ca si mai important este faptul ca, pornind de
la acest rezultat, se poate ridica urmatoarea Intrebare: ce alt tip (or tipuri) de probleme pot fi
rezolvate de un calculator cuantic cu un castig de performantd exponential fata de
calculatoarele clasice? [5] [6]

Unul din ingredientele cheie care sugereazd un posibil rdspuns la aceasta intrebare este
transformarea Fourier cuanticd, transformare folositad atat in rezolvarea problemei factorizarii
unui numar natural, cat si a multor altor probleme interesante. Transformarea Fourier
cuanticd este un algoritm cuantic eficient pentru calcularea transformatei Fourier a unei
multimi de amplitudini Tn mecanica cuantica. Acest algoritm nu aduce nici o Tmbunatatire in
ceea ce priveste performanta de calcul a transformatei Fourier pentru multimi de date clasice.
Dar un aspect important este acela ca acest algoritm permite estimarea fazei, adica
aproximarea valorilor singulare ale unui operator unitar in anumite circumstante. Astfel acest
algoritm poate fi folosit 1n rezolvarea unor altor probleme interesante cum ar fi de exemplu
problema factorizarii unui numar natural §i problema gasirii ordinului unui element dintr-un
grup finit (aceste doud probleme fiind de fapt echivalente). Algoritmul de estimare a fazei
poate fi de asemenea combinat cu algoritmul cuantic de cautare intr-o multime nesortatd
pentru a rezolva problema numarérii solutiilor unei probleme de cautare. Transformarea
Fourier cuantica poate fi in plus folositd pentru a rezolva problema subgrupurilor ascunse, o
generalizare a problemelor de estimare a fazei si de gésire a ordinului, care are printre
cazurile sale speciale un algoritm cuantic eficient pentru rezolvarea problemei discrete a
logaritmilor, o alta problema consideratd greu tractabila pentru un calculator clasic.

7.1. Transformarea Fourier cuantica

Una dintre cele mai raspandite tehnici de rezolvare a unei probleme grele” in informatica (si
nu numai) este de a o transforma n altd problema a cérei rezolvare este mai usor de gasit, sau
si mai bine, este deja cunoscuta. In domeniul calculului sunt cateva astfel de transformari care
apar atat de des si in asa de multe si diverse contexte Tncat aceste transformari ajung sa fie
studiate ele Tnsele, pentru valoarea lor intrinseca. Se spera astfel pe buna dreptate ca o
imbunatatire a unei astfel de transformari va avea repercusiuni asupra unei intregi clase de
probleme de calcul. O descoperire foarte importanta 1n calculul cuantic a fost ca unele dintre
aceste transformari pot fi implementate mult mai eficient folosind un calculator cuantic Tn
comparatie cu un calculator clasic. Aceastd descoperire a permis dezvoltarea unui intreg



domeniu care se preocupd cu constructia algoritmilor pentru calculatoare cuantice, algoritmi
bazati mai mult sau mai putin pe transformarile respective.

O astfel de transformare este transformarea Fourier, impreuna cu varianta sa mai raspandita
in domeniul calculului digital — transformarea Fourier discreta. in notatie matematica uzuala,
transformarea Fourier discretd transforma un vector de numere complexe de dimensiune fixa
Xg, X1 .- Xy_1 intr-un alt vector de numere complexe Y, ¥; ... Yy_1, de aceeasi dimensiune
definit prin urmatoarea formula binecunoscuta:

N-1

1 2mijk

WL g
N LI
j=0

Transformarea Fourier cuantica este similard ca semnificatie cu transformarea de mai sus,
doar ca notatia si semnificatia datelor este oarecum diferitd. Astfel, transformarea Fourier
cuantica [47] este prin definitie un operator liniar pe un spatiu vectorial de dimensiune N care

transformd multimea de N vectori ortonormati in starea computationald de baza

|0),11), ..., [N — 1) conform relatiei:
. QFT 1 pt 2mijk
j) — NP k)

k=0
Astfel, orice vector |x) din spatiul respectiv, descompus conform bazei formate de vectorii in
stare computationald de baza, poate fi transformat conform relatiei urmétoare:

N-1 N-1
. QFT
b= > 5l = Iy = ) el
j=0 k=0

Deoarece transformarea Fourier cuantica este un operator liniar, aplicand definitia sa asupra
fiecarui vector in starea computationald de bazd din suma se obtine:

N-1
. QFT
= xlj) ——
j=0
N-1 N- 3 N-1N-1 N-1 N-1 3
1 ijklk) 1 ijklk> 1 2mijk |k)
Xj— e N = — x]eN :Z — eNx]
j=0 \/Nkzo N j=0 k=0 k=0 N j=0
N-1
= ) yilk) =1y)
k=0

Deci, se observa ca transformarea Fourier cuantica asupra unui vector dintr-un spatiu
vectorial de dimensiune N are urmatorul efect: aplica transformarea Fourier discreta asupra
componentelor sale, componente corespunzand starii computationale de baza.

Considerand din nou definitia transformarii Fourier cuantice, se poate ardta ca vectorii
obtinuti din starea computationald de baza sunt normati:

N-1 B N-1 ., N-1 -

m H 1 Zeznl\l’]klk) 1 Ze_zzl]k(kl 1 Zeznl\l’]k|k)

] = ||— = —_— —_— =
VN L VN L WL

si sunt doi cate doi ortogonali:



N-1

_ _ 1 S 2mijk 1 2milk 1 1(1 2mi(l- )k
vj L1l = ﬁze vkl TNZQ VR = > e N (klk)

k=0
2mi(l-j) o
Zm(l ])k 11—e mN LN 11— Zﬂl(l—j)
-N Z N Zm(l 2mi(=) N (=) 0
k=0 1—e 1—e N

In concluzie, transformarea Fourler cuantica este un operator liniar unitar si prin urmare poate
fi implementata printr-un circuit de calcul cuantic. Dar pentru a putea gasi un circuit cuantic
care sd o implementeze, trebuie ca mai intdi formula transformarii sa fie adusa la o forma
potrivita descrierii sale printr-un circuit cuantic. Aceastd noud forma ar trebui sd evidentieze
prelucrarile pe care circuitul ar trebui sd le efectueze pe fiecare qubit.

In cele ce urmeazi se considera ci dimensiunea spatiului vectorial pe care actioneaza
transformarea Fourier cuantica este o putere a lui 2. Deci, in continuare se presupune ca:

- N = 2" unde n este un numar natural

- multimea de vectori ortonormati |0), [1), ..., | 2" — 1) care alcétuiesc o baza in spatiul pe
care transformarea Fourier este definita, formeaza starea computationala de baza pentru
un circuit cuantic pe n qubiti.

Fiecare vector |k) din starea computationald de baza este reprezentat in scriere binara
k = kyk, ...k, unde k; € {0, 1} si cel mai important bit este la stinga. Asadar, in scriere
formala:

n
k= 2 2 e 20 = ) 2

1=1
Cu aceasta notatie, transformarea Fourier cuanticé devine:
2n-1
)5 5 Y e = Z Y. Z (el ke . )
22 =0 2 j1=0ky=0 Kkp=0
1 1 1 n n 1

1 2mijki27t 1 2mijki27t
== > > ey ) == ][ D ermike ey | =

22 1 T20k,=0  kp=0 \i=1 2271 \k;=0

11 .
== | [(10) + 227 |1))

22 9.1

_ ziﬂ(lo) +e2m27|1))(10) + 2727 (1)) ... (|0) + 272" |1))
2

Trecand si pe j in scriere binara:

J= 2 2 e 20 = )2
si tinAnd cont ca [ € {1,2 ...n}, se calculeaza pentru cazul general
eZm‘jz—l — eZniz_l(j12"_1+j22"_2+---+jn2°)
— ezmjlz”—l—le27u‘j22"-l-2  @2Mijn_1-12" p2mijn_12° p2mijp_14127" ezmjnz—l
= 2Mijn-1412""  p2mijn27t — p2mi(jn-14127 Hjno14227 2 4 jn27h)

Astfel, pentru fiecare vector |j) = |jyj; ... jn) din starea computationald de baza,
transformarea Fourier cuantica pe fiecare qubit devine astfel:



QFT
jy) — — (|o>+e2””n2 "11))

QFT _
|]2)_)_(|0) _l_eZm(]n 127 42" 2)|1))

Q T -2 -n—-1
in1 (|0>+e2m(fzz 2T 1))
\/_

i) orr 1 = (10) + e2mils2 ™ #3222t nos2 " 4n2 ™) [ 1))

7.2. Implementarea transformarii Fourier cuantice

Folosind aceste formule se poate construi un circuit eficient pentru implementarea
transformarii Fourier cuantice. Circuitul prezentat mai jos este alcatuit numai din porti
Hadamard si din porti conditionate S; pe un qubit, unde S; este un operator de transformare
de faza definit ca:
1 0
S = [ .

-1
0 e 2mi2
Pentru a putea fi implementat de o poarta cuantica conditionatad operatorul S; trebuie si fie

unitar:
y_1 1 1 07 _
5§ = [0 p2miz” ” p—2mi2” ] [0 1] =1

Actiunea operatorului S; asupra unul qubit aﬂat intr-o stare oarecare |)) este:
S -1
ly) = al0) + b|1) — a|0) + be?™2 '|1)
Iar actiunea operatorului C*(S;) conditionat de un qubit in starea computationala de baza |j;)
este:

i i Cl(Sl) i L=
i) = 1) (@l0) + bl1)) — 1) (al0) + be? 2™ |1))
Actiunea portii Hadamard poate fi si ea scrisa sub forma exponentiala simplificata. in mod
normal se stie ca actiunea portii Hadamard este:

(lop L2
10)——=(10) +11)

1) -5 L oy 1)
7

Circuitul cdutat pentru implementarea operatorului de transformare Fourier cuantica este
astfel urmatorul. Adaugarea portilor de inversare a qubitilor de la capatul circuitului este de
fapt optionald deoarece la citirea rezultatului se pot citi qubitii Tn ordine inversa.

H 1 1
= i) 5 (10) + €227 1))

jy — H {4 S: — === — Spzs S -—-

1j2) HiH S| -1 = S2t— Sps — ——-

in-2) == H = S

A -—- H

Si se poate verifica faptul cé circuitul de mai sus implementeaza intr-adevar transformarea



Fourier cuanticd, aplicind pe rand toate portile asupra unui qubit inainte de a trece la qubitul
urmitor. Bineinteles ca in functionare reala se poate beneficia de paralelismul circuitului. in
figura de mai sus se observa ca primii doi qubiti spre exemplu pot fi transformati in paralel
imediat dupa actiunea portii S,.

H 1 L
sz e J —>—(|0> +e2 27 1)) |y i)
c1(sz) 2 ( 2-14i, 2~ 2)
—»—(|0>+e T2 402275 1)) |y e i)
“'Cl(sn—l)

1 g , e
?(m) + @227 4227 4 4 i1 27 ) 1)) | )

C1(Sp) —-n— n
—>—(|o>+e2m<hz M2 ka2 2T 1)) |y i) = (QFT Dz o)

L (QFT1j) —= (10) + 2722 1)) - jin)

(S2) \/_(

ci(s; 1 -2

—>(QFT|Jn))—(I0) + e2mi(227 4327 1)) |y ... )

C*(Sn-1) (QFlen))%(l()) + e2m’(1'22‘1+j32‘2+~~+jn2‘"‘1)|1)) |]3 ]n)
= (QFTjuD(QFT |jn-1)ljz -+ jn)

(QFT 1) (QFT jn_s)) .. QQFT1j3)) n-sie)
2 (QFT 1)) (QFT 1)) .. (QFT1js5)) N (10) + e2™n-127" 1)) |,.)

LN (QFTjuD) (QFTljn-1)) (QFleg))% (10) + e2miln-12" 4n272) 1)) |, )

. = (QFT1jn)(QFT|jn-1)) .- (QFleg)l)(QFTIJ'z)) |jn)

— (QFTju) (QFT |jn-1)) - (QFT|j3s)) (QFTj2)) NG (10) + e2min2™|1))

versaretn) (QFT|jn)(QFT |jn-1)) .. (QFT1jz) (QFTj2))(QFTj1))
(QFTjaD(QFT |jn-1)) .. (QFTjs) (QFT1j2) (QFT |jin))

(QFT AN (QFT1j2) (QFT |jn-2)) . (QFTjs) (QFT |jp—-1))(QFTjn))

Inversare(jn—1,j2)

“}nversare(jlﬁJ.j[ﬁlﬂ)

(QFT1j1)(QFTIj2)) .. (QFT |jn-1)(QFTjn)) = QFTj1jz ... jn)

7.3. Calculul complexitatii

Pentru efectuarea calculului numarului portilor folosite se porneste de la primul qubit: s-au
folosit o poartd Hadamard urmata de n — 1 porti controlate S, ... S,,; deci in total n porti.
Asupra celui de-al doilea qubit au actionat o poartd Hadamard urmata de n — 2 porti
controlate S, ... S;,_q; deci 1n total n — 1 porti. Si asa mai departe: asupra penultimului qubit
au actionat 2 porti iar asupra ultimului qubit numai o singura poartd Hadamard. La capétul

circuitului au mai fost adaugate l J porti de inversare. Numarul portilor folosite este asadar

C(QFTM) =n+(n—1) + - +2+1+H "("“)+H<—+n
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Complexitatea algoritmului de calcul al transformatei Fourier cuantice este asadar O (%)

Aceasta reprezintd o imbunatatire exponentiald in performantd, in comparatie cu cel mai bun
algoritm clasic cunoscut — Fast Fourier Transform (FFT) a carui complexitate este
exponentiala: O(n2"). Asadar pentru calculul transformatei Fourier sunt necesari un numar
exponential mai mare de pasi pe un calculator clasic fatd de un calculator cuantic.

La prima vedere, aceasta pare un rezultat extraordinar in favoarea calculului cuantic deoarece
transformata Fourier este foarte des Intalnitd intr-o multime de aplicatii incluzand domenii ca
prelucrarea semnalelor, recunoasterea vorbirii — Tn care primul pas este de a transforma
Fourier sunetul digitizat, si multe altele. Se poate folosi transformarea Fourier cuantica
pentru a imbundtati performanta tuturor acestor aplicatii? Din pacate deocamdatd nu se
cunoaste nici o modalitate de a implementa aceasta din punct de vedere fizic. Problema
principala este ca amplitudinile semnalelor nu pot fi accesate direct prin masuratoare intr-un
calculator cuantic. Astfel nu se cunoaste nici o modalitate de a determina amplitudinile
transformate Fourier ale starii originale. Si mai rau, nu existad nici o modalitate generica
eficientd de a pregéti starea originald cuantica pentru a fi transformata Fourier. De aceea,
gdsirea unor posibilitdti de folosire practica a performantelor teoretice ale transformatei
Fourier cuantice este mult mai subtila decat pare.

Constructia circuitului cuantic care implementeaza transformarea Fourier cuantica Tn mod
aparent necesita porti a caror precizie ar trebui sd creasca exponential n functie de numarul
de qubiti. Totusi acest tip de precizie exponentiala nu este niciodata necesara intr-un circuit
cuantic cu un numar polinomial de porti. De exemplu, daca se considera U este
transformarea Fourier cuantica ideala pe n qubiti si V este transformarea reald care rezultd

daci portile controlate C1(S},) din circuitul de mai sus ar fi implementate cu o precizie finitd

. s 1 . . . R
polinomiald A= s unde p(n) este un polinom oarecare. Atunci marja de eroare intre

transformarea ideala si cea reald care se defineste ca fiind E(U,V) = max)y,||(U — V) [}l
nZ
. . p(n) . . . . .

suficientd pentru a garanta o acuratete polinomiala a intregului circuit.

este o functie © ( ) Astfel precizie de tip polinomial Tn implementarea fiecarei porti este



8. Estimarea fazei
8.1. Procedura cuantica de estimare a fazei

Transformarea Fourier cuantica este algoritmul cheie care face parte dintr-o procedura cu
caracter mai general cunoscuta sub numele de estimare a fazei, procedura care la randul siau
este o parte cheie pentru multi algoritmi cuantici [50]. Daca se considerd un operator unitar U
care are un vector singular |u) si valoarea singulara corespunzitoare e 2™

Ulu) = e?™¢|u)
se doreste estimarea fazei necunoscute ¢, care este un numar real subunitar.
Pentru a efectua aceasta estimare se presupune existenta a doua tipuri de cutii negre
(denumite uneori oracole):

- unele care sunt capabile sa prepare starea reprezentata prin vectorul singular |u)
- unele care sunt capabile sd implementeze operatiile controlate C (U 21), pentru orice

jEN

Faptul ca se folosesc aceste cutii negre dovedeste ca estimarea fazei nu este specificarea unui
algoritm cuantic complet, ci mai degraba este un fel de procedura sau subrutind, care atunci
cand este combinata cu alte subrutine (in acest caz subrutine care implementeaza cutiile
negre respective) poate fi folositd pentru efectuarea unor calcule interesante. Asadar, pentru a
putea fi aplicatd unor cazuri reprezentate de probleme concrete, trebuie 1n primul rand
specificatd componenta celor doua tipuri de cutii negre, ce fel de operatii implementeaza ele
si cum sunt combinate cu subrutina de estimare a fazei. Deocamdata insd componenta
acestor cutii negre este irelevanta. Algoritmul de estimare a fazei este generic in ceea ce le
priveste [48].

Pentru implementarea algoritmului de estimare a fazei se folosesc doua registre cuantice.
Primul registru este un registru de control si este alcatuit din ¢ qubiti aflati initial in starea
computationala de baza |0). Numarul t se alege in functie de doua cerinte calitative impuse
algoritmului:

- numadrul de zecimale cu care se doreste aproximarea fazei ¢, i.e. numdrul de biti folositi
in citirea rezultatului

- probabilitatea de succes in executarea algoritmului, i.e. probabilitatea de a obtine
numarul ¢ cautat

Cel de-al doilea registru, registrul de date, este alcatuit dintr-un numar de qubiti determinat
de dimensiunea spatiului vectorial pe care actioneazd operatorul considerat, si se considera
ca initial se gaseste in starea singulara |u).

8.2. Circuitul cuantic de estimare a fazei

Algoritmul de estimare a fazei, reprezentat schematic in figura de mai jos, este compus din
patru etape principale:

- aplicarea operatorilor Hadamard asupra qubitilor de control
- aplicarea cutiilor negre asupra qubitilor de date
- aplicarea transformdrii Fourier cuantice inverse asupra qubitilor de control



- citirea rezultatului prin efectuarea unei masuratori 1n starea computationala de baza

asupra qubitilor de control.

10)

lu)

1j)

H

QFT? @

T—e

U;

lu)

Algoritmul de estimare a fazei incepe asadar prin aplicarea operatorilor Hadamard asupra
registrului de control, cate unul asupra fiecarui qubit din registrul de control. Apoi se aplica
succesiv operatorul unitar U asupra registrului de date, la puteri succesive ale lui 2,
conditionat pe rand de fiecare qubit de control. Schema detaliatd a circuitului care

implementeaza primele doud etape ale algoritmului este prezentata mai jos, unde U; = U 2,

10) H
10) H
10) H
10) H
lug)

luz) -

(17)

)

U;

— luy)
—luy)

——luy,)

Deoarece |u) este un vector singular pentru operatorul U, se observa ca starea registrului de
date ramane neschimbatd de-a lungul Intregului proces. La iesirea circuitului de mai sus, deci
dupa efectuarea primelor doua etape ale algoritmului, starea qubitului cu ordinul j,j €

{1 ...t} din registrul de control se calculeaza ca fiind:

H 1
IO)jlu)—>—2(|0) + [1)|u)

\/_

ct (Uzt_j) 1
S

(10 + 22 e 1)) )

Deci, conform produsului tensorial peste toti qubitii din componenta sa, starea registrului de

control este:

1 )
_t(l()) + ez’”

22

2t—1

2t—1

t
22 k=o

?11)(10) + e

2t—2

eZm'kqolk)

?211)) ... (|0) + e272'?|1))(|0) + e2™2°?|1))



In mod intuitiv, presupunand ca faza ce se doreste calculata este reprezentatd in mod exact

. e 1 _ X A . .
printr-o fractie binard ¢ = ?Zle ©, 2474, cu ¢, € {0, 1}. Inlocuind in expresia de mai sus se
obtine exact expresia transformatei Fourier cuantice:

it(lo) + eZni<pt2‘1|1))(|0) + eZni(<pt_12‘1+<pt2‘2)|1)) (lo) + eZni(<p12‘1+~--+<pt2“)|1))
. 22
In continuare, prin aplicarea transformatei Fourier cuantice inverse se obtine cu exactitate
starea computationald de baza corespunzatoare valorii fazei cautate: |, ... @;). Sica
urmare, o masuratoare in starea computationald de baza va intoarce cu exactitate (i.e.
probabilitate 1) valoarea lui ¢.
In concluzie, algoritmul cuantic de estimare a fazei permite calculul valorii fazei ¢ a unei
valori singulare a unui operator unitar U, cind se cunoaste vectorul singular |u)
corespunzator. O componenta cheie a acestui algoritm este capabilitatea de a aplica
transformarea Fourier cunatica inversa:

2t-1
. et
—( > ek |y = 1g) )
22 \ k=0

Unde |{) este o stare care prin masuratoare da o buna estimare a fazei .

8.3. Performanta algoritmului de estimare a fazei

In cazul ideal studiat anterior, s-a considerat ca faza de calculat ¢ poate fi reprezentata in
mod exact pe un numdr de ¢ biti. In cazul general, un numir real poate fi reprezentat pe un
numar fix de biti numai cu o anume marja de eroare. Algoritmul de estimare a fazei prezentat
anterior produce n cazul real o bund aproximatie a valorii reale, cu o probabilitate Tnalta, asa
cum este sugerat in formula de mai sus.

Fie b cea mai buna aproximare maximald intreaga a lui ¢ pe t biti. Deci b este un numar

intreg astfel incat b/2" este cea mai buna aproximare a lui ¢:

1 b
0<bhb<2t—-1, ——<—=<g9
2t~ 2t

Si daci se defineste eroarea de aproximare § = ¢ — b/2¢, ea satisface:
1
0<6< 5t

Se doreste a se demonstra ca algoritmul de estimare a fazei pentru cazul real produce un §
mic cu probabilitate mare. Conform schemei algoritmului, asupra starii registrului de control
obtinutd dupa primele doud etape se aplica transformarea Fourier cuantica inversa:

1 2t—1 _— 2t—1 2t—1 omilk 2t—1
— Z ez”ik"’lk) QFT ?Z e 2mike Z e 2t |I)|= Z eZm'kqoe—Zm'lkZ_fll)
22 \ k=0 k=0 1=0 k,1=0
Se defineste amplitudinea vectorului |(b + [)(mod 2%)):
2t-1 &
1 il @=L+t
a=g . (707)
k=0

Care este suma unei serii geometrice, deci:
it .
11— o2mi(2'e-0+D) 4 q _ p2mi(2'5-1)
~ ot b+l )t 1
2 1— eZm((p—?) 2 1— eZm(&—?)
Presupunénd ca rezultatul masuratorii finale este numarul real subunitar m, se doreste
gdsirea unei limite pentru probabilitatea de a obtine prin masuratoare o valoare m astfel incat

4]



|m — b| > e, unde e este un numar pozitiv intreg care caracterizeaza toleranta de eroare
acceptatd. Probabilitatea de a observa un astfel de m este data de relatia:

pim=bl>a)= > lal+ ) lal

—2t-1l<ci<—(e+1) e+1sis2t-1
Din expresia amplitudinii a; si tinand cont ca |1 - e“9| < 2, rezulta:
11— eZTL’i(Zt(S—l) 1 2
lag| = = <=
t el t (o1
2 1— eZm(&—?) 2 1— 8271:1(6—?)

Pentru a marginii inferior numitorul se foloseste relatia |1 - ei”‘9| > 2|6| care este adevarata
pentru orice —1 < 0 < 1. Si se arata ca:

1 0<5<1 0<25<2
{ OS(SS? PN - l_2t1@ - l_2t
2l < g2t —=<—=<-= -1<2=<1
12<2t_2 < AR
:>—1<2(6—§>S(1+2‘”1)51
Deci se obtine:
1 2 1 1 1
lag| < 7 = =

Ztl_e2”i(5‘%)_25+1(6—%) 22t5 -1

Si Tnlocuind inegalitatea obtinutd in formula probabilitatii se obtine:

1 1 1 1
pim-bl>s3 D Gmt: ) Gao

—2t-1<i<—(e+1) e+1<i<2t-1
Si folosind din nou faptul ¢ 0 < 2'§ < 1, se obtine in continuare:
tm-bl>asg[ Y 5+ -
m— e)<- = —_—
p 4 12 (1=1)?
—2t-1l<ci<—(e+1) e+1si<2t-1
2t—1

< 1 Z 1 < 1 J‘ 11 dl 1
=5 12=9 2% =501
2 ol l 2)e_y 1 2(e—1)
Presupunand cé se doreste aproximarea fazei ¢ cu o acuratete de 27", adica se alege
e = 27" — 1. Prin folosirea a t = n + p qubiti In algoritmul de estimare a fazei se deduce

din inegalitatea de mai sus cd probabilitatea de a obtine prin masurare o valoare aproximativa

corectd cu acuratetea doritd este de cel putin 1 — Deci pentru a obtine ¢ aproximat

1
2(2p-2)’
pe n biti cu o probabilitate de succes de cel putin 1 — ¢, trebuie folosit cel putin un numar de

qubiti egal cu:
1
t=n+|log(2+))|
o [log (245

Pentru a putea folosi algoritmul de estimare al fazei este necesard prepararea unei stari
singulare |u) ale operatorului U. Este foarte posibil ca prepararea acestei stari speciale sd nu
fie posibila, or usor de realizat. Presupunind ca se prepara o alta stare [¢) in loc de starea
singulara |u). Descompunind aceasta stare in componentele corespunzitoare starilor
singulare |u) ale lui U, se obtine |Y) = Y, ¢, |u). Si dacd in continuare se presupune ca starii
singulare |u) 1i corespunde valoarea singulara e2imPu_ atunci, in mod intuitiv, rezultatul
rularii algoritmului de estimare a fazei va fi o stare de iesire apropriata de ., ¢, |@y,)|u),
unde fiecare @,, este o aproximare destul de buna pentru faza ¢,,. Deci este de asteptat ca
citirea registrului de control va intoarce o aproximare bund pentru ¢,,, unde u este ales la
intamplare cu probabilitatea |c, |?.



8.4. Algoritmul cuantic de estimare a fazei

Algoritmul de estimare a fazei este interesant atat din prin el insusi, deoarece rezolva o
problema netriviala din punct de vedere fizic: cum sa se estimeze valoarea singulara asociata
unui anume vector singular al unui operator unitar. Valoarea sa reala totusi, mult mai
importantd, este datd de observatia ca alte probleme interesante pot fi reduse la aceasta
problema de estimare a fazei. Descrierea schematica a algoritmului este prezentata mai jos.
Algoritm: Estimarea cuantica a fazei

Intrare:

1. O cutie neagra care implementeaza operatorul controlat C*(U”), cu j numdr intreg

2. Unregistrupet =n+ [log (2 + Z)] qubiti initializati la |0)
3. Un registru pregatit in starea |u), unde |u) este o stare singulara a operatorului U,
cu valoarea singulari corespunzitoare e 2™ ¢u

Iesire:
1. Numarul intreg pe n biti ¢, care este o aproximare pe n biti a lui ¢,
Timp de rulare:

1. 0(t?) operatii unitare si cite o invocare pentru fiecare C*(U’) cutie neagra.
2. Probabilitatea de a obtine rezultatul dorit este cel putin 1 — ¢.

Proceduri:
1.10)|u) starea initiala
2t—1
2.—— z |k)|u) crearea superpozitiei
22 k=0
2t—1
3.—— Z [k)YU¥ |u) aplicarea cutiilor negre
22 k=0
2t—1
4 —— e 2™k | Y u) rezultatul aplicarii cutiilor negre
22 k=0
5.— | @, ) u) aplicarea transformarii Fourier cuantice

6.— @y masurarea registrului de control



9. Aplicarea algoritmilor cuantici la probleme concrete
9.1. Aplicatii: determinarea ordinului si factorizarea

Procedura de estimare a fazei poate fi folosita pentru rezolvarea unei largi varietiti de
probleme. Printre cele mai interesante din punct de vedere practic sunt problema determinarii
ordinului unui element dintr-un grup finit si problema factorizarii numerelor naturale. De fapt
aceste doud probleme sunt echivalente Intre ele in sensul ca exista un algoritm pentru
rezolvarea problemei determindrii ordinului care implica factorizarea este si ea posibila.
Acesti doi algoritmi sunt interesanti din cel putin trei motive:

1. Cel mai important, ei prezintd o dovada necontestabila 1n sprijinul ideii cd asa cum se
banuieste, calculatoarele cuantice sunt in mod intrinsec mai eficiente decat
calculatoarele clasice si in concluzie conferd o provocare credibila conjecturii Church-
Turing (varianta tare).

2. Cele doua probleme au o valoare destul de mare din punct de vedere teoretic si
practic, pentru a justifica efortul cautarii unor algoritmi de rezolvare mai eficienti, fie
ei cuantici, probabilistici or clasici.

3. Cel mai important din punct de vedere pur practic, si in mod sigur cel mai larg
mediatizat, algoritmi polinomiali eficienti pentru determinarea ordinului si pentru
factorizare pot fi folositi pentru a sparge sistemele criptografice cu chei publice de tip
RSA.

9.2. Determinarea ordinului

In limbajul teoriei numerelor naturale, problema se formuleaza astfel: pentru numere intregi
pozitive x si N, unde x < N care nu au factori comuni (sunt co-prime), i.e. cmmdc(x, N) =
1, ordinul lui x modulo N se defineste ca fiind cel mai mic numar intreg pozitiv, r, astfel
incat x” = 1(mod N). Se poate demonstra usor in teoria numerelor ca r exista intotdeauna si
car < N. Problema poate fi enuntatd mai general in teoria grupurilor ciclice finite.
Determinarea ordinului este considerata ca fiind o problema dificila de rezolvat pe un
calculator clasic, in sensul ca nu se cunoaste nici un algoritm pentru rezolvarea acestei
probleme care sa foloseasca resurse polinomiale in O(L), unde L este numérul necesar de biti
pentru exprimarea problemei, in acest caz L = [log, (N)] este numarul de biti necesari pentru
stocarea lui N.
In linii generale, algoritmul cuantic de rezolvare a problemei determindrii ordinului este chiar
algoritmul de estimare a fazei, aplicat urmatorului operatorului U care Tnlocuieste cutia
neagra:
{UIy)E |lxy(mod N)) Vy € {0,1}%, 0<y<N-1
Uly) = ly) vye{0,1}, N<y<2t-1
Din faptul ca x si N sunt co-prime rezultd ca x are un invers modulo N:
Ix 'eN, x1<N, xx'=x"1x=1(modN)
Operatorul U definit mai sus este astfel unitar si operatorul sau conjugat transpus este:
{Uf|y> = |x"'y(mod N)) Vye€{0,1}}, 0<y<N-1
Utly) = ly) vye{0,1};, N<y<2'-1



Algoritmul de estimare a fazei necesitd pe langa specificarea operatorului unitar si
specificarea unei stari singulare a operatorului respectiv. Stérile singulare corespunzatoare
operatorului unitar definit mai sus sunt:

fus) _IZ[

Aceste stari satisfac def1n1t1a staru s1ngu1are

|x""(modN))] VseN, 0<s<r-1

Ulus) = IZ[ Ul [+ (mod W)
\/‘Z[ e e (mod N>>]
L Z[ = %k (mod ) 0 (mod N)) + &7 Ja" (mod N))
- e@ir;:[ %k (mod n)| = e )

21is
Si deci fiecarei stari singulare |u) ii corespunde valoarea singulard e r .
Pentru a putea aplica algoritmul de estimare cuantica a fazei mai trebuie satisfacute
urmatoarele doud conditii:

1. Trebuie gasita o procedura eficienta pentru a implementa operatorii controlati

C1(U?), pentru orice intreg j.
2. Trebuie gasita o modalitate eficienta de a prepara o stare singulara |uy), cu o valoare
singulard netriviald, or o superpozitie de astfel de stari singulare.

. o N .. . .. s
Daca aceste conditii sunt indeplinite, se poate apoi calcula r conform relatiei r = —

N
Prima conditie poate fi indeplinitd prin considerarea unei proceduri cunoscute sub numele de
exponentiere modulara, care poate implementa intreaga secventa de operatori controlati

cL(u?) apelati in procedura cuantici de estimare a fazei, folosind 0 (L®) porti. Conform
primei parti a algoritmului de estimare a fazei (aplicarea cutiilor negre), se doreste calcularea
transformarii:

|2)y) — 12U s Uy nya®ly)

= |Z)|xzf2t_1xzt-12t_2 . x%22 x712°y(mod N))

= |z)|x*y(mod N))
Astfel, secventa de operatori controlati C* (U 2y folositi in aceastd varianta de estimare a
fazei este echivalenta cu multiplicarea continutului celui de-al doilea registru prin
exponentiere modulard x*y(mod N), unde z reprezinta numarul natural continut in primul
registru. Aceasta operatie poate fi implementata folosind principiile calculului reversiv. Ideea
de baza consta in parcurgerea urméatoarelor etape:

1.1. se calculeaza reversibil functia f(z) = x?(mod N) in un al treilea registru temporar

1.2. se inmulteste reversibil modulo N continutul acestui al treilea registru cu continutul
celui de-al doilea registru y

1.3. deoarece Intregul proces trebuie sa fie reversibil, cel de-al treilea registru trebuie
readus la starea initiala.



Prima etapa consta din:

1.1.1. calculul secvential al valorilor x2(mod N), x2* (mod N),...

x? (mod N).... x> (mod N), prin ridicari la patrat succesive
1.1.2. calculul prin inmultiri succesive a produsului obtinut prin dezvoltarea lui z ca
numar in baza 2:

x?(mod N) = (xzfzt_1 (mod N))(xzf—lzt_2 (mod N)) ... (lezo(mod N)

Pentru calculul complexitdtii exponentierii modulare trebuie tinut cont de faptul cd cea de-a
treia etapa este de fapt inversul primei etape (deci prima si a treia etapd au complexitati
identice). Daca se considera ca multiplicarea modulo N se face conform algoritmului clasic
de complexitate O(L?), se obtine o complexitate polinomiald, asa cum se cere:
cost(1.1.) + cost(1.2.) + cost(1.3.) = 2cost(1.1.) + cost(1.2.) =

= 2cost(1.1.1.) + 2cost(1.1.2.) + cost(1.2.) + cost(1.3.)

=2(t— 10> +2(t —1)O(L>*) + 0(tL) = 0(tL?)
In ceea ce priveste cea de-a doua cerintd trebuie pornit de la observatia ca nu se poate calcula
|us) pornind de la definitia sa pentru ca asta implica cunoasterea lui r. Dar se poate folosi o
superpozitie de stari singulare care este o stare usor de construit. Superpozitia este:

r-1 r-1 -1 i r-1 -1 _ s
%;Ius) = %%Fo (}; [eszpck(mod N))]) :%;’ <; [eZTklxk(mod ™ )
r—1 r—1 .
- %Z (Z eﬂ> [ (mod M)

k=0 s=0
—2mik
Suma din interior este suma unei progresu geometrlce de ra‘gle e r ,81s€ anuleaza pentru

orice k strict pozitiv:

r—1 ] —27Tikr
—stk_l—e T _ 0, 1<k<r-1
e r = “omik |y k=0
s=0 1—e 7 ’
Superpozitia devine astfel:
LS )= 1
RN u —
\/F S

Si, considerand algoritmul de estimare al fazei, se observa ca aceasta stare este usor de
preparat in registrul de date (registrul al doilea). In registrul de control (primul registru) se

folosesct = 2L +1 + [log (2 + 2_15)] qubiti. Cu aceste date de intrare se aplica algoritmul de
estimare a fazei si pentru fiecare 0 < s < r — 1 se va obtine o aproximare a fazei ¢5 = % cu

e - . . 1-
acuratete de 2L + 1 biti si probabilitatea de a obtine rezultatul corect este de cel putin Tg
Schema circuitului de determinare a ordinului este prezentata in figura urmatoare.
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1) —~4—— x/mod N lu)

9.2.1. Interpretarea rezultatului algoritmului cuantic de estimare a
fazei

Reducerea problemei de determinare a ordinului la algoritmul cuantic de estimare a fazei este
completa numai daca este posibil a se obtine Tn mod eficient rezultatul cautat r, din rezultatul

intors de algoritmul cuantic de estimare a fazei: ¢ = ; Acest rezultat este exprimat ca un

numadr pe 2L + 1 biti, dar ceea ce este foarte important este ca se stie a priori faptul ca acest
numar este un numadr rational — raportul a doua numere ntregi marginite. Deci daca s-ar putea
calcula aceasta fractie, cea mai apropiata de ¢, s-ar putea apoi obtine rezultatul cautat r.

In mod remarcabil un astfel de algoritm polinomial de calcul al celei mai apropiate fractii
existd: el se numeste algoritmul fractiilor continue. Ideea care sté la baza acestui algoritm este
de a descrie numerele reale folosind numai numere ntregi, folosind expresii de forma:

[aOl ---laM] = qg + 1

ot —
ay
Unde ay, ..., ay sunt toate numere intregi pozitive. Se defineste convergentul de ordinul m,
cu0 <m < M al acestei fractii ca fiind fractia [ay, ..., @, ]. Algoritmul fractiilor continue
este 0 metoda de determinare a descompunerii unui numadr real oarecare n fractie continua.
in cazul numerelor rationale, descompunerea lor in fractii continue este intotdeauna finita.

Algoritmul consta propriu-zis in efectuarea unor Tmpartiri succesive. Astfel, sd presupunem
- A . . - - . . X
ca se doreste descompunerea in fractie continud a numadrului rational ¢ = o unde x, y sunt

numere intregi co-prime, cu x > y. Se incepe prin efectuarea Tmpartirii x = agy + 1y,

0 < 1y < y. Numarul rational de descompus se poate scrie acum ca fiind ¢ = % =aqay+ ;—0 =

ag + % In continuare se efectueaza impartirea y = a;7y + 17, 0 < 1, < 19, §i numarul
To

rational de descompus se poate scrie acum ca fiind ¢ = ag + % =ay+ ﬁ Algoritmul
To 1%

continud pana cand restul impartirii este 1. Se observa ca intotdeauna aceasta conditie este

indeplinita pentru ca resturile impartirilor sunt numere intregi strict pozitive descrescatoare.

Complexitatea algoritmului [24] este polinomiala: daca x, y sunt reprezentate pe L biti, sunt

necesare O (L) impartiri a cate O (L?) pe impdrtire, deci in total O (L®) operatii.

Algoritmul descris mai sus a fost definit pentru numere rationale ¢ > 1. Totusi In practica, n

special in cazul calculului cuantic, valorile masurate sunt numere subunitare. De aceea este

convenabil de a relaxa conditia ca ¢ > 1. Se observa ca aceasta este posibil doar prin

renuntarea la conditia ca ag > 0. Astfel, daca se admite cd ay = 0, algoritmul de

descompunere 1n fractii continue se poate aplica si numerelor subunitare.



Acest algoritm [25] oferd o metoda ne-ambigua si eficienta pentru obtinerea descompunerii in
fractii unitare a unui numdr rational. Singura posibild ambiguitate apare Tn ultimul pas, cand
ultimul numar Intreg obtinut poate fi descompus in doud moduri: a,; = a,, sau echivalent:

1 R P . . . <
ay =(ay —1) + T rezultand doua posibile descompuneri in fractii continue. Dar aceasta

ambiguitate este de fapt folositoare pentru ca oferd un plus de flexibilitate. Numarul
termenilor din descompunere se poate alege a fi par sau impar, dupa cum circumstantele o
dicteaza.

In mod formal, algoritmul de descompunere in fractii continue este definit prin urmatoarea
teorema:

- o .. . p .
Teorema: Fie ay, ..., a, o secventd de numere pozitive. Atunci, [ay, ..., a,] = q—”, unde p,, si
n

g, sunt numere reale definite inductiv prin:
{Po =ag,  p1=1+0apa;, pn=ayPp-1+Pn-
q =1, q1 =01, Gn = Anqn-1+ Gn2
Si se observa cd daca sirul de numere considerat a; este alcatuit din numere Intregi pozitive,
p;j siq; sunt si ele intregi si pozitive.
Demonstratie: Demonstratia se face prin inductie dupa n.

a
[ao] = @ = =2 = 22
1 qo
laya,] = a +1 _aqa+1 py
01l =0y T—= =—
1 a; q1
a a(apa; +1) +ay ap; +po P2
[ao,al,a2]=a0+—1=a0+ = = ==
a +— aa, +1 aa; +1 a,q;+qo 2
a,

. L 1 .
Pentru n > 3, prin definitie [ay, ..., a,] = [ao, I R a—]. Descompunerea din
n

partea dreapta a egalitatii are n — 1 temeni, deci conform ipotezei de inductie se poate scrie
ca

an-1 + ai) ﬁn—z + ﬁn—3
,_(ootg _

1 Dn—

[ag, ..., an] = [ao, vy A, Qpq + a_] = qn 1

n n-1 (an—l + a_) qn-2 + qn-3
n

1 _ _
(an—l + E) Pn-2 + Pn-3 Ap-1Pn-2 + Pn-3 + pg_nz Pn-1 + pg_nz

_ _ _ nPn-1 + Pn—2
(an_l + ai) Qn-2 + qn-z n-1qn-2 + qn-3 t qZ_;Z qn-1t+ qg_;z Anfn-1+ qn-2
n
P
an

Corolar: qupn—-1 — Pndn-1 = (—1)™ pentru n > 1. Si conform teoremei de prezentare a celui
mai mare divizor comun, rezultd cd cmmdc(p,, q,) = 1.

Demonstratie: demonstratia se face tot prin inductie. Pentrun = 1 avem:
q1Po — P1qo = @100 — (1 + apay)1 = —1
Se presupune ¢i Gn—1Pn-2 — Pn-1qn-2 = (="

AnPn-1 — Pnqn-1 = (anQn—l + Qn—z)pn—l - (anpn—l + pn—z)Qn—l
= (qn-2Pn-1 — Pn-—29n-1 = _(_1)n—1 = (="



De céte numere a; este nevoie pentru a determina descompunerea in fractie continud pentru
un numar rational x = s > 1, unde cmmdc(p, q) = 1? Conform definitiei recursive folosite

in teorema anterioara, daca {a,} sunt intregi si strict pozitive, atunci sirurile {p,} si {q,} sunt
strict crescdtoare si marginite. De aici rezulta ca

n
P=Dpn=auPpn-1+ Pn-2 ZPn-1+Pn2 =2Pp2 =2 ZlZJ

n
49=0qn = qn-1+qn-2 2 qn-1+ qn2 2 2qpn2 = =+ 2 ZlZJ
Deci 2[51 < q < p si prin urmare numarul n de elemente al sirului {a, } este 0(log,(p)).

Rezulta ca daca x = g este un numir rational i p, g € {0,1}£, atunci descompunerea lui x in
fractii continue poate fi calculati in O (L3) pasi: O(L) operatii pentru inductie, fiecare
folosind O (L?) operatii pentru implementarea operatorilor elementari aritmetici.

Pentru a putea aplica algoritmul descompunerii in fractii continue la problema determindrii
ordinului deosebit de importanta este urmatoarea teorema:

. . - . . 1 .
Teorema: Daca S este un numar rational care satisface |§ — x| < e atunci S este un

convergent din descompunerea numarului rational x n fractii continue.
. . p N . C e o . . D
Demonstratie: Fie [ay, ..., ay] = . descompunerea in fractie continud a numarului rational pe

Se defineste eroarea § prin ecuatia x = Pn 4 si din ipoteza rezultd |§| < 1. Pentru

dn Z(Qn)z,
determinarea fractiei continue a lui x pornind de la fractia continua p—”, x = lag, ..., ap, ]

dn

urmadtorul pas este determinarea lui a din ecuatia:

X = aPn + Pn-1 o g = Pn-1 — Xqn-1 -9 (ann—l - ann—l) _ dn-1

aqn + qn-1 Xqn — Pn s an
Asa cum s-a ardtat anterior, algoritmul de descompunere 1n fractii continue ofera libertatea de
a alege numarul de pasi sa fie par sau impar. In acest caz este convenabil a se presupune n
par si din corolarul anterior rezulta ca:
o= E _Y9n-1
§ G

Deci, a este un numar rational supra-unitar, deci are o descompunere finitd in fractii continue
a = [by, ..., by] si deci descompunerea numarului original x este de asemenea finita si

contine s drept convergent de ordin n: x = [ay, ..., Ay, by, ..., by] .

>2-1=1

Deoarece, conform algoritmului de estimare a fazei, rezultatul obtinut in urma masuratorii
. . - .S .. - w
finale ¢ este o aproximare a numarului —» cu acuratete de 2L + 1 biti, rezulta ca

|S |< 1 _ 1 < 1
r Pl = 22L+1 2(21)2 = 2r2

. . . s . . N ..
Deci, conform teoremei anterioare, ~ este un convergent din descompunerea lui ¢ in fractii

continue. Si prin urmare ; poate fi calculat efectuand O (L3) operatii, conform algoritmului de
descompunere 1n fractii continue prezentat anterior.



9.2.2. Performanta algoritmului de determinare a ordinului

In primul rind trebuie remarcat faptul ci acest algoritm este un algoritm probabilistic. Deci
este foarte posibil ca rularea unui program bazat pe acest algoritm sa esueze. Sunt doud cauze
care pot conduce la un asemenea esec:

1.

. . . o .S
Procedura de estimare a fazei poate produce o aproximare eronata a raportului - Dar,

conform algoritmului descris mai sus, aceasta se poate Tntampla cu o probabilitate de
cel mult €, probabilitate care poate fi controlatd pana la o valoare neglijabila prin
cresterea dimensiunii circuitului.

Este posibil ca s si r si nu fie co-prime, adica sa aiba factori comuni. In acest caz
numarul intreg 7’ intors de algoritmul fractiilor continue este de fapt doar un factor al
numadrului intreg de determinat r, i nu .

Din fericire, exista cel putin trei modalitdti de a evita sau mai degraba de a controla cea de-a
doua cauza exprimata anterior:

2.1. Conform unui rezultat din teoria numerelor, daci se noteazi cu 7(r) numarul de

numere prime mai mici car: w(r) = ||{s, s <r, sprim}||, se poate demonstra ca

r . o . . - - -
2108 (1) < n(r). Din aceasta inegalitate se deduce cd daca 0 < s < r este un numar
pur aleator, probabilitatea ca s sa fie prim este:

w(r) 1 1
= >
2log (r) ~ Z2log (N)
Conform acestei inegalitati se observa ca daca se repeta algoritmul de 2 log(N) = 2L

p(s prim) =

ori, cu mare probabilitate se obtine un s numar prim. Deci este foarte probabil ca s sa
fie prim si prin urmare ca s si r sa fie co-prime. Deci este foarte probabil ca
algoritmul fractiilor continue s ntoarca chiar 7, ordinul de determinat, §i nu doar un
factor al sau.

2.2. Se observa ca daca ordinul cautat r nu este obtinut, si in locul lui se obtine un numar

r', atunci neaparat r’ este un factor al lui r, dacd in plus s # 0. Dar s = 0 se obtine cu
. 1 1 ) ' . o -
probabilitate - < p deci acest caz poate fi usor eliminat doar prin citeva repetari

succesive ale algoritmului. Deci daca s-a obtinut ' factor al lui 7, se face substitutia

! . . . T
x < x" = x" (mod N) si ordinul noului x" este pr deoarece
o oar

()" =x" " =x" = 1(mod N)

: A~ A . . . . T
Se poate cum repeta algoritmul Incercandu-se determinarea prin calcul a ordinului o
lui x’, care daca este obtinut cu succes conduce imediat la determinarea ordinului

o . o - . T o . - . . o

original cautat r, dupa relatiar = r';. Daca si aceasta rulare a algoritmului esueaza

. . . . T . . ISRVEET
si se obtine deci doar un factor r"’ al lui 2 procedura de substitutie se aplica din nou

o —

. -~ A . " A ~ . . . .
si dupd inlocuirea x" < x"" = x™ (mod N) se incearca determinarea ordinului noului
x"'. Si asa mai departe, Tn mod recursiv se face substitutia si se aplicd algoritmul de
determinarea a ordinului pentru numarul nou substituit pana cand algoritmul nu mai



[SEPEIPN . . . r
esueaza s1 1ntoarce nu doar un factor ci chiar un ordin T

’
! ...T”'",

moment in care prin

n..r

recursivitate ordinul initial se obtine dinr = r'r" ...r Deoarece la

!l !t
fiecare pas al aplicarii acestei proceduri recursive se realizeaza impartirea ordinului de
determinat la cel putin 2, numéarul maxim de astfel de apelari recursive este
log, (r) € O(L).

2.3. Cea de-a treia modalitate este mai performantd decét cele doud prezentate anterior
deoarece necesita numai un numér constant de Incercéri, care este preferabil
numarului de incercari in variantele anterioare: O(L). Ideea este de a repeta procedura
care consta din estimarea fazei si fractii continue de doua ori. Se obtine astfel la prima
rulare 11 §i 1, iar la cea de-a doua rulare 7, si s3. Dacd s; si s3 sunt co-prime, tindnd
cont ca ry si r, trebuie sa fie neaparat factori ai lui r, rezulta ca r poate fi calculat ca
fiind cel mai mic multiplu comun al 71 si r, si se poate deci calcula in O (L?) folosind
formula:

../
r = cmmmc(ry,1,) = L,,
cmmdc(ry, 1)
Acum trebuie calculatd probabilitatea presupunerii facute: sy si s; sunt co-prime.
Probabilitatea ca doud numere si fie co-prime este 1 — probabilitatea ca ele sa aiba un

factor comun, adica 1 — probabilitatea ca un numar prim q sa divida atit s; cat si s5.
T

p(cmmdc(sy,s3) =1)=1— Z p(qls)p(qlsz)
q=2, qprim

Dar, pentru fiecare numar prim q, deoarece s; este un factor al lui s, avem q|s; = q|s
si conform teoriei probabilitatilor p(q|s;) < p(q|s), unde s este un numar aleator
intre O si 7. Deoarece q este numar prim, probabilitatea ca q sa dividad s, unde

0 < s < r este uniform aleator se calculeaza ca fiind:

r

p(q|s>=p<s=o>+p(s=q)+p<s:zq)+...+p(s:[EJq):%EJS%

Si Tnlocuind in formula de mai sus se obtine o valoare minima pentru probabilitatea

cautata:
r

plemmde(siusD =D =1= > plalspalsp=1- ). =
q=2, qprim q prim
Pentru marginirea superioara a sumei peste numerele prime se porneste de la
marginirea integralei:

L (L S S S BV
) y? Y| 4 q+1 q q(g+1) " 3¢> "~
q+1
oL _Ef 1,
2= "2) %



=>p(cmmdc(sy,s3) =1) =>1—

1 3( 1°°>_
2 Yo

o o . : < .1
Si deci probabilitatea de a obtine ordinul r cautat este de cel putin T

Calculul complexitatii de timp se poate face considerand fiecare etapa a algoritmului. Pentru
efectuarea transformarii Hadamard sunt necesare O (L) porti; transformarea Fourier cuantica
necesitd 0 (L?) porti. Costul cel mai mare al algoritmului este cel introdus de etapa
exponentierii modulare care foloseste O(L?) porti, pentru a obtine asadar un total de O(L?)
porti pentru intregul circuit cuantic. Algoritmul fractiilor continue adauga inca 0 (L?) porti
pentru un total de O(L?) porti necesare pentru obtinerea lui 7’. Folosind cea de-a treia metodi
pentru a obtine r din r’ este necesar a se repeta aceasta procedura de un numar constant de

ori. Algoritmul este sumarizat mai jos:

Algoritm: Algoritm cuantic de determinare a ordinului

Intrare:

(1) O cutie neagra U, y care implementeaza transformarea

|z)|y) — |z)|x?y(mod N)) unde x este co-prim cu numarul N, exprimat pe L

biti.

(2) t = 2L+ 1+ [log (2 +-)| qubiti initializati a |0)

Iesire:

Cel mai mic intreg 7 > 0 astfel incit x™ = 1 (mod N)

Timp de executie:

O(L) operatii. Reuseste cu probabilitate O(1).

Procedura:
1. |0)1)
2t—1
2. —= Y DI
22 =0
2t—1

1 )
3. —— [/))x/ (mod N))
272 j |x mo

r—12t-1 o
1 271isj

N ey
Vr2255% =0

~

s
=) lus)
T

Starea initiala

Crearea superpozitiei

Aplicarea operatorului U, y

Aplicarea transformarii Fourier inverse
asupra registrului de control

Masurarea registrului de control

Aplicarea algoritmului fractiilor continue



9.3. Aplicatie: factorizarea numerelor naturale

Problema factorizarii este o problema binecunoscuta in teoria numerelor: dindu-se un numar
intreg pozitiv N se doreste descompunerea sa ca produs de factori primi. Aceasta problema a
factorizarii se dovedeste a fi de fapt echivalenta cu problema determinarii ordinului, n sensul
cd algoritmul pentru gésirea ordinului poate fi transformat intr-un algoritm eficient pentru
factorizare.

9.3.1. Etapele factorizarii

Pentru reducerea problemei factorizarii la algoritmul de determinare a ordinului sunt necesare
doua etape:

1. Un factor al lui N se poate determina prin gésirea unei solutii non-triviale x #
+1(mod N) a ecuatiei x2 = 1(mod N)
2. Se demonstreazd ca un numdr ales aleator y, co-prim cu N este foarte probabil sa aiba

,
un ordin r care este numar par si care indeplineste relatia yz # +1(mod N). Ca

T
urmare pornind de la un astfel de numar y se poate obtine imediat x = yz(mod N)
care indeplineste conditia enuntata la punctul anterior: x este o solutie non-triviald a

2
ecuatiei x2 = 1(mod N), deoarece x? = (yf) (mod N) = y"(mod N) = 1(mod N)

Cele doua etape enuntate anterior se bazeaza pe urmatoarele doud teoreme.
Teorema: Se considerd un numar Intreg N. Daca 1 < x < N — 1 este un numar intreg, o
solutie non-triviala a ecuatiei x2 = 1(mod N); atunci cmmdc(x — 1, N) sau cmmdc(x +
1, N) este un factor non-trivial al lui N.
Daca N este reprezentat pe L biti, cunoscandu-se x, se poate asadar obtine un factor non-
trivial al lui N prin efectuarea a O (L?), folosindu-se algoritmul lui Euclid.
Demonstratie: Deoarece x? = 1(mod N) inseamni ci N divide x> — 1 = (x — 1)(x + 1).
Deci N trebuie sa aiba factori comuni cu (x — 1) sau cu (x + 1). Deci

cmmdc(x —1,N) # 1vemmde(x +1,N) # 1
Deoarece x < N — 1 rezulticda x — 1 < x + 1 < N. Deci N nu poate divide nici x — 1, nici
x + 1. Si ca urmare

cmmdc(x —1,N) # N Acmmdc(x + 1,N) # N
Asadar din cele doua conditii rezulta cmmdc(x — 1, N) sau cmmdc(x + 1, N) este un factor
non-trivial al lui N.
|

Lemd: Se considerd p > 2 numir prim. Fie 2% cea mai mare putere a lui 2 care divide ¢ (p%).
Daca se considera un element aleator x in grupul Z;;a = {x € Zypa, cmmdc(x,p) = 1}, fier

. < . .. . 1
ordinul siu. Atunci 2¢ divide 7 cu probabilitatea de exact >

Demonstratie: ¢ este functia lui Euler definita ca fiind ¢ (n) = [|{0 < i < n, cmmdc(i,n) =
1}||, adicd numarul numerelor intregi mai mici ca n si co-prime cu n. Aplicata unei puteri de
numir prim, functia lui Euler este @(p%) = p*~1(p — 1) deoarece elementele mai mici ca
p% care nu sunt co-prime cu p* sunt numai multiplii lui p: {p, 2p, 3p, ..., (P! — 1)p}. Deci
numarul numerelor intregi co-prime cu p% este

p@)=@E*-D-@*'-D=p*p-1)



Deoarece p > 2 rezulta cd p este impar, deci p — 1 este par. Adica 2 divide ¢ (p%) si deci
d=>1.

Z;a este un grup ciclic fatd de operatia de Tnmultire, deci are un element generator g astfel ca
orice element x € Z,q, poate fi scris ca x = g¥, cu k numir intreg 0 < k < @(p%). Fie r

ordinul lui x. Deci, r este cel mai mic numir intreg astfel ca x”™ = g*” = 1(mod p%).
Se deosebesc 2 cazuri:

1. k este numar par. Atunci deoarece 0 < g < p“ si p este numar prim rezulta ca g si
p“ sunt co-prime. Si deci conform teoremei lui Euler care generalizeaza mica teorema
a lui Fermat, avem g?®% = 1(mod p%). Deci

(%) )k Nk
(@2 = g*%"2 = (g*@9)? = 17 = 1(mod p*)

p(P%)

Dar r este ordinul lui g* deci r divide . De aici se deduce ci 2% nu poate divide

- .. . .. % . . ..
r deoarece daca 2¢ ar divide r, atunci deorece r divide £ ;’ rezulta ca 2¢ divide

a
%. Din aceasti ultimi relatie de diviziune rezulti ci 24** divide @ (p%), ceea ce

contrazice conditia de maxim a lui d din ipoteza.

2. k este numar impar. Deoarece ¢ (p®) este ordinul lui g: g?® = 1(mod p%) si r
este ordinul lui g*: g*" = 1(mod p%) se deduce ci @(p*) divide kr, deci 2¢ divide
kr. Dar pentru ci k este impar, 2 nu poate divide k, deci neapirat 2¢ divide .

in concluzie, Z;a poate fi partitionat de g Tn doua submultimi disjuncte de dimensiuni egale:

- una a ciirei elemente pot fi scrise ca g* cu k par. 24 nu divide ordinul nic unui dintre
acese elemente.
- una a ciirei elemente pot fi scrise ca g* cu k impar. 2¢ divide ordinul oricirui element.

Deci deoarece probabilitatea ca un element din Z;a ales aleator sa faca parte din una din cele
doua sub-multimi de mai sus este de %, rezultd ci probabilitatea ca 2¢ si divida ordinul
elementului aleator respectiv este de exact % Bineinteles ci probabilitatea ca 2¢ si nu divida
ordinul unui element aleas aleator din Z;a este tot %

Teorema: Fie N = pf 1 ...py™ descompunerea in factori primi a unui numir intreg impar.
Daca x este ales aleator din Zy dupa o distributie uniforma, si daca se considera r ordinul lui
x modulo N; atunci probabilitatea

r
p <r = 2k A x2 # —1(mod N)) >1- T

Demonstratie: Pentru demonstratie se considerd propozitia din argumentul functiei de
probabilitate negata si probabilitatea ei se maximizeaza:

- 2m-1

T
p<r =2k+1vx2= —1(m0dN)> <

In primul rand trebuie remarcat ci deoarece N este impar, Vj, p j > 2 si deci numerele prime
din descompunerea lui N satisfac agsadar conditia din lema anterioara.



Conform teoremei resturilor, alegerea aleatoare uniforma a lui x din Zy este echivalenta cu

]'
j
conditiilor Vj, x = x;(mod p}‘.xj ). Pentru orice j, fie 7; ordinul lui x; modulo p;.xj si fie 2% cea

alegerea aleatoare si independenta a unui set de numere {xj €EZL a;,j =1.. m} si impunerea
P

mai mare putere a lui 2 care divide ;. De asemenea, fie 2% cea mai mare putere a lui 2 care
T

divide r. Se demonstreaza ca pentru a avea r impar sau pentru a avea xz2 = —1(mod N) este

necesar ca dj sd aiba aceeasi valoare pentru orice j. Inegalitatea de demonstrat rezulta astfel

. S . . desge 1
din lema anterioara si prin considerarea produsului a m probabilititi >

- Intai se considera cazul 1n care r este impar.

x" =1(mod N) = (x" — 1) : N = pj** ...p;.zj Dy
=>x"-1): p;.zj = x" = 1(mod p;‘j)

Dar deoarece x = x;(mod p;.xj ) rezulta ca xjr = 1(mod p;.xj ). Si pentru cd 1; este ordinul lui

aj IRV : < : . .
x; modulo p i 7, rezultd ca 7; divide r. Si pentru ca r este impar rezultd ca 7; trebuie de
asemenea sa fie impar. Si deci din definitia lui d; rezultd cd d; = 0,Vj = 1..m.

- Apoi se considera cazul cand r este par si xz2 = —1(mod N).

. . L aj . <
Analog ca in primul caz, rezultd x2 = —1(mod p i 7). Prin reducere la absurd se presupune ca
T

7; divide g Pentru ca r; este ordinul lui x; modulo p;.zj rezultd ca xjE = 1(mod p;(j ). Si prin

T . T .
urmare xz = 1(mod pf’ ) ceea ce contrazice xz = —1(mod p;{’ ) deoarece p; > 2. Asadar 7;
nu divide g
Din 2% divide 7; si d; este maximal cu aceastd proprietate implica 7; = 2% cjcuci =2k +
1 impar. Analog r = 2%c cu ¢ = 2k + 1 impar. Deci din faptul ci r; divide 7 i 77 nu divide

T
—avem:
2

=>d =d

2% (2k; +1)124(2k + 1) di<d di<d
{ lo=a=9

= =
2%(2k; +1) 424712k +1) 4 >d -1

9.3.2. Algoritmul cuantic de factorizare

Cele doua teoreme prezentate anterior pot fi combinate pentru a construi un algoritm care cu
probabilitate mare intoarce un factor non-trivial al unui numar intreg oarecare N. Aproape
toti pasii algoritmului pot fi implementati eficient chiar si pe un calculator clasic. Singura
exceptie este o subrutina eficientd care sa determine ordinul unui numar intreg modulo N.
Prin repetarea algoritmului se poate determina 1n totalitate descompunerea lui N 1n factori
primi. Acest algoritm, scris in mod pseudocod, arata astfel:

Algoritm: Reducerea problemei factorizarii la problema determinarii ordinului
Intrare:
Numarul natural de descompus N



Iesire:
Un factor ne-trivial al lui N
Timp de executie:
0((log, N)?). Reuseste cu probabilitate 0 (1).

Procedura:

1. Dacd N este par, intoarce factorul 2

2. Pentru fiecare b astfel incat 2 < b < [log,N|
2.1. Daca N = a?, intoarce a

3. Alege numarul aleator 1 < x < N —1

4. Daca f = cmmdc(x, N) > 1 atunci intoarce f

5. Apeleaza sub-rutina de calcul a ordinului r al lui x, modulo N

6. Daca r este par si xz2 # —1(mod N) atunci calculeaza f; = cmmdc(xz — 1, N) si
f> = ecmmdc(xz + 1,N)

7. Daca f; # 1return f;

8. Daca f, # 1return f,

9. Altfel algoritmul esueaz. Intoarce eroare.

Primii doi pasi ai algoritmului intorc un factor sau se asigurd cd N este un numar impar cu cel
putin doi factori. Acesti pasi sunt efectuati folosind O (L?) operatii. Urmitorii doi pasi intorc
un factor sau intorc un element aleator din Z}, cu complexitate O (L?). Ultimii trei pasi aplici
cele doud teoreme anterioare pentru a determina un factor. Ei reusesc cu o probabilitate de cel
putin %

Acestea sunt aplicatiile principale cu cea mai mare posibilitate de aplicare, din punct de
vedere practic. Dar prin folosirea transformarii Fourier cuantice se poate ataca o gama de
probleme mult mai larga. [8]

Problema cea mai generala care cuprinde ca niste cazuri particulare ale sale toate aplicatiile
exponential eficiente ale transformarii Fourier cuantice, este problema subgrupului ascuns. in
mod intuitiv, aceastd problema poate fi gandita ca fiind o generalizare a problemei de gasire a
perioadei unei functii periodice, in contextul 1n care structura domeniului si a codomeniului
functiei respective sunt foarte complicate. In limbajul algebric al teoriei grupurilor, aceasta
problema poate fi exprimatd in cazul cel mai general astfel [45].

Fie f o functie definita pe un grup G finit generat, cu valori intr-o multime finita X astfel
incat f este constanta pe orice coset definit de un subgrup necunoscut K, valorile constante
respective fiind diferite. Daca se da o cutie neagra cuanticd care sd implementeze
transformarea unitard U|g)|h) = |g)lh @ f(g)),unde g € G, h € X si @ este o operatie
binard In X aleasd corespunzator; sd se gdseasca o multime generatoare pentru K.



9.4. Limbaje de programare pentru calculul cuantic

Experimentarea cu algoritmii cuantici cunosculli [23] i, mai ales, proiectarea unor
algoritmi cuantici noi, sunt domenii a caror progres este mult ingreunat de lipsa unor limbaje
de programare (i a unor platforme de dezvoltare software adecvate. Modelul bazat pe
circuite cuantice prezentat anterior reprezintd un prim pas important in aceasta direclJie,
acest model cuprinzind in detaliu cele mai importante aspecte ale algoritmilor cuantici. In
plus, circuitele cuantice pot fi ulJor implementate prin hardware specific calcului cuantic,
dupa ce sunt reduse la mulJimea respectiva de por(Ji cuantice elementare. Dar, pentru a
putea dezvolta cu uJurin[]a programe de calcul cuantic mai complicate, un nivel de
abstrac[Jie mai Tnalt este necesar [39].

9.4.1. Programe cuantice

Progrese importante au fost ficute 1n ultima vreme, in abstractizarea componentelor hardware
cuantice prin folosirea unei metode Tn multe privin[le asemanatoare cu metoda care a fost
folosita in calculul clasic acum mai multe decade [57]. Din punct de vedere al calculului
clasic, programarea unui calculator consta de fapt in producerea unui set de aclliuni de
efectuat [Ji a unei mulJimi de date de intrare care sa fie folositd de catre aclJiunile
respective, toate acestea Intr-un limbaj pe care calculatorul sa-1 in[Jeleagd. Al adar, facand
abstrac[lie momentan de toate detaliile complexe specifice diferitelor arhitecturi de calcul i
a diferitelor paradigme de programare, un calculator clasic poate fi redus din punct de vedere
conceptual la [73]:

PROGRAM = DATE + INSTRUC[IUNI

Unde, datele reprezinta toate tipurile de informalJie care pot fi stocate fizic n calculator, sau
transmise printr-un canal de comunicaJie unui alt calculator, [1i care pot fi manipulate prin
instrucJiuni. Datele sunt reprezentate in mod abstract prin bilJi. Instruc[Jiunile sunt
compuse dintr-un set de instrucJiuni baza (de exemplu, operallii logice i aritmetice) [Ji un
set de structuri de control (de exemplu, cicluri, salturi condilionate, etc.).

Lucrurile incep sa se complice dacd se considera o anumita paradigma de programare sau o
anumita arhitectura hardware de calcul. De exemplu, daca se presupune existen[]a unei
adrese pentru instrucJiunea curentd, conceptul de instruclJiune se pot reduce de fapt la o
mulJime specifica de date.

Aceastd schemd de bazd a fost generalizatd pentru a cuprinde programarea cuantica [14], prin
addugarea unor elemente specifice calcului cuantic:

PROGRAM CUANTIC = DATE CUANTICE +
OPERA [JII CUANTICE +
INSTRUCIIUNI

In relalJia conceptuald de mai sus, se presupune ci un calculator cuantic, care ruleazi un

asemenea program cuantic, este compus dintr-un dispozitiv cuantic, capabil s manipuleze

datele cuantice — reprezentate prin qubili care pot fi adresalli. Acest dispozitiv executa un

set predefinit de operallii cuantice, care pot fi impar[Jite in doud categorii:

- operalJii unitare, care transforma datele cuantice prin men[ inerea proprieta[Jilor lor
cuantice

- operallii de masurare, care inspecteaza datele cuantice transforméandu-le in date clasice



In implementarea practicd, mull limea predefiniti de operatori unitari trebuie si aiba
urmatoarele caracteristici:

- mullJimea sa fie finitd, pentru a putea fi implementata in hardware

- mullJimea sa fie universald, pentru ca toate programele cuantice sa poata fi create

- fiecare operator sd acllioneze asupra unui spa’Jiu Hilbert finit dimensional

Un exemplu de asemenea mulllime de operatori unitari este mul [Jimea formatd din por(Jile
cuantice din baza Shor: Hadamard, schimbarea de faza, CNOT, Toffoli. Trebuie men(ionat
faptul ca aceastd mullJime predefinitd de operatori nu este neapdrat necesar sa fie minimala
din punct de vedere teoretic. Dar este evident ca din considerente de naturd practica sau
economicd, aceastad mulllime va conl[Jine intotdeauna un numar relativ mic de por[i
cuantice.

Apoi, aceastd mul Jime predefinitd de operatori unitari poate fi folosita pentru a defini
operatori din ce in ce mi complicalli, n acelalli fel cum por[Jile cuantice sunt compuse
impreuna pentru a forma circuite cuantice. Deoarece deocamdata toate mul[Jimile cunoscute
de operatori unitari care sunt in acelal]i timp atat finite cat []i universale pot numai aproxima
unii opera’Jii cuantice mai complicate, rezultd cd anumili operatori nu vor avea o
implementare exactd, ci numai una aproximativa.

Masuratorile sunt Tn cele mai multe cazuri considerate ca fiind reprezentate prin operatori de
proiecie construi[Ji folosind stirile computallionale de baza. Rezultatele masuratorilor
sunt exprimate prin billi clasici care pot fi citi]i din dispozitivul cuantic.

9.4.2. Limbaje pentru programarea cuantica

In mod aseminitor cu calculul clasic, primul nivel de abstrac(Jie folosit in programarea
cuanticd este limbajul de asamblare [59]. i, din nou ca in cazul clasic, modelul de calcul
cuantic va trebui construit pe baza unei arhitecturi specifice a mallinii cuantice respective.
Totuli nu este necesar a se specifica detaliile de implementare hardware ale dispozitivului de
calcul cuantic.

In acela’ i mod in care limbajul de asamblare clasic ([i chiar unele limbaje de nivel mai
inalt) sunt construite pa baza unor concepte abstracte cum ar fi: stive, memorie heap, etc.,
limbajul de asamblare cuantic trebuie sa aibad in vedere un set de concepte abstracte.
Circuite cuantice

Circuitele cuantice au fost primul model de calcul cuantic introdus. Acest model presupune
existen[]a urmatoarelor ingrediente folosite in calcul:

- un dispozitiv de intrare care poate prepara o mul[Jime iniJiald de qubilli, de la care

calculul se pornelJte

- omullJime finitd de por[i cuantice, fiecare acllionand asupra unui numar finit de
qubi i, care pot fi conectate atit Tn mod secven(ial cat [i in paralel, formand un graf
direc(lionat aciclic — un circuit cuantic

- un dispozitiv de masurare care ofera la ieJire o mullJime de bi[Ji clasici care pot fi
citil]i. Aceste operalJii de masurare pot fi intotdeauna efectuate la ie[Jirea circuitului
cuantic, dupa ce toate porlJile cuantice au terminat procesarea qubi[Jilor.

Mallina Turing cuantica

Acest model, in care se adaugd elementele specifice calculului cuantic la modelul standard
clasic al mallinii Turing probabiliste este foarte folositor in studiul claselor de complexitate
de calcul, dar este dificil de folosit In construclJia programelor cuantice mai mare sau Tn
dezvoltarea de algoritmi cuantici. Acest model este bazat pe bine cunoscuta arhitectura a
malinii Turing care con[Jine o bandd infinitd unidimensionala pe care pot fi Inscrise
caractere dintr-o mul[Jime finitd. Aceastd banda se poate millca spre stinga sau spre dreapta,



[Ji se presupune existen[]a unui dispozitiv de citire — scriere, care poate aclJiona numai
asupra caracterului curent.

Diferen(Jele principale dintre mallina Turing clasica probabilistd [1i malJina Turing cuantica
sunt:

- funclJia de tranzil[lie pentru ma[Jina probabilistad Tntoarce probabilitd[]i (i.e. numere

reale ne-negative subunitare), in timp ce func[Jia de tranzi[Jie pentru malJina cuantica
intoarce numere complexe, a caror modul ridicat la patrat reprezinta probabilita[i.

- lafiecare pas de execullie, mallina probabilistd alege o anume tranzillie in mod aleator,
in timp ce mallina cuantica executd toate tranzil Jiile posibile in paralel.

Modelul cuantic de memorie cu acces aleator (QRAM)

Aceasta este modelul de calul cuantic cel mai potrivit programatorilor obiTInuili deja sa
programeze clasic, deoarece oferd o paradigma de programare apropiatd de cea clasica
permil]and n acelalli timp atat specificarea relativ uJoara a algoritmilor cuantici cat (i
chiar a limbajelor de programare cuantica de nivel mai inalt. Acest model presupune o
arhitecturd hardware care este de fapt doar o extensie cuantica a celei clasice. Acest hardware
este compus din punct de vedere conceptual din:

- un dispozitiv clasic, al carui scop este:

o transmite bilJii clasici cdtre dispozitivul cuantic

o executd instrucliunile de calcul clasic

o cite[Jte rezultatele operaJiilor de masurare (i.e. bi[Ji clasici) de la ie[Jirea
dispozitivului cuantic

- un dispozitiv cuantic, al carui scop este:

o preia mullJimea de bil]i [Ji ini[Jializeazd o mul[Jime de qubi[i cu starea
computalJionala de baza respectiva

o executd transformarea unitara specificata, din mul[Jimea de baza, asupra starii
cuantice curente, sau asupra unui subset al acestei stari

o executd operallia de masurare, folosind operatorii de proiec[lie asupra qubilJilor
specificalli

o 1intoarce rezultatele masuratorilor sub forma unor bilJi clasici catre dispozitivul
clasic

Acest model este foarte apropiat de modul de abordare al problemelor de calcul la care ar
apela un programator: rezolva problema pe cat posibil folosind numai conceptele de calcul
clasic, iar de fiecare data cand puterea de calcul cuantic este necesara, se deleaga
implementarea respectiva catre dispozitivul cuantic, [i cite[Jte rezultatele masuratorilor
finale. Apoi, se continud execulJia Tn mod clasic, sau se deleagd din nou cétre dispozitivul
cuantic daca este necesar.

Comunicarea dintre cele doud dispozitive, cel clasic [Ji cel cuantic, trebuie sa fie
implementatd din punct de vedere fizic cu foarte mare acurate(Je, cel mai probabil prin
folosirea unei interfe e hardware cuantice. Aceasta interfal1a trebuie sa asigure ca
operalJiile de procesare care au loc induntrul dispozitivului cuantic sa nu fie perturbate in nici
un fel nedorit de catre interac [Jiunea dispozitivului clasic, care ar putea determina ca starile
cuantice sa colapseze cand nu trebuie sau sa devina entangled cu mediul inconjurator [4].
Ca [Ji In modelele anterioare, transformadrile unitare folosite trebuie sa faca parte dintr-o
mulJime finitd de baza, care este universald pentru calculul cuantic. Aceastd mulJime este
aleasd Tn alJa fel Tncat sa corespunda cat mai indeaproape capabilitdilor hardware ale
dispozitivului cuantic.



Deci, se pot defini cateva tipuri de instruc[Jiuni cuantice pe care acest model de calcul trebuie
sa-1 ofere:
- ini[Jializeaza registrul cuantic de qubilli cu o stare computalJionald de baza. Nu este

necesar in a se oferi o instruclJiune de ini[Jializare mai complicatd, care ar ini[Jializa
registrul cuantic cu o superpozilJie de stiri computalJionale de baza. Aceasta deoarece
acest tip de superpozillie poate fi ob[Jinut prin aplicarea unor transformari unitare
elementare.

- selecteazd o submulJime de qubilJi din registrul cuantic cu scopul de a-i folosi in
procesdri ulterioare, fie transformari unitare sau operalJii de masurare

- aplica o transformare unitard asupra registrului cuantic (sau a unei submul[Jimi de
qubili a sa)

- compune doud transformdri unitare, adica executa-le in mod secven(Jial

- aplica produsul tensorial asupra a doud transformari unitare, adica executd-le 1n paralel

- masoara registrul cuantic (sau o submullime de qubilTi a sa) [Ji transfera rezultatul Intr-
un registru clasic de billi

De exemplu, urmatorul set de instruc[Jiuni construie[]te o pereche EPR [1i masoara primul
qubit din pereche, ob[linand O sau 1, cu probabilitate egala:

abitq[ 2 ] = {0, 0}; // iniializare
let Uy = tensor( H, I, ); // produs tensorial

let Epr = concat( U; CNOT );  // compunere de operatori
Epr(q); // aplicarea operatorilor

bitr[ 1]=measure(q[0]); / masurare

Trebuie observat ca deoarece operaJia de copiere a unui qubit nu este permisa 1n calculul
cuantic, nu este necesar in a se oferi o instruc[iune pentru setarea unui qubit la altul. De
asemenea, nu este necesar sd se ofere un set special de instruc[Jiuni cuantice pentru controlul
fluxului de execullie in dispozitivul cuantic, cum ar fi de exemplu instruc[Jiuni de tipul if-
then-else. Acest fapt este susJinut din doud motive:

- orice astfel de instruc[Jiuni pentru execulJie condiJionata pot fi implementate Tn

modelul de calcul cuantic folosind operatori condillionalli

- instruc[Jiunile de execulJie condilJionata pot fi implementate folosind numai bilJi
clasici oblJinulli ca urmare a efectuarii unor operallii de masurare, de fiecare data cand
se impune.

Limbaj de asamblare bazat pe manipularea Cirurilor

Acest limbaj de nivel scdzut oferd un compromis intre modelul bazat pe mallina Turing
cuanticd [Ji QRAM. Este ulJor de folosit in implementarea multor algoritmi reali, (i
abstractizeaza resursele hardware interne destul de bine pentru a-1 face util n analiza claselor
de complexitate de calcul [37]. In acest model, se define[te o mullime finitd de caractere C.
Se presupune deasemenea ca exista un numar (posibil infinit) de localJii de memorie, fiecare
din aceste locallii fiind adresabila printr-un [Jir de caractere peste C [Ji fiecare locallie
conlJinand cel mul un [Jir de caractere peste C. InilJial, toate aceste locallii sunt resetate la
[iruri vide. Dacd s este un [lir de caractere peste C, se folose[Ite notalJia uzuala din C++:
*s pentru a reprezenta [lirul de la adresa s. AlJadar [Jirul *s este (i el alcatuit tot din
caractere peste C.

Pentru procesarea cuantica, se definesc urmatoarele seturi de obiecte [40]:

- un spalliu Hilbert finit dimensional H

- un vector unitar [y) in H



- asupra spalJiului Hilbert H poate fi aplicat produsul tensorial cu el insulli, de un numar
finit de ori, fiecare instan[]a din acest produs tensorial este indexata printr-un [Jir de
caractere peste C. Deci, un astfel de produs tensorial va fi reprezentat prin expresia:

H; ®Hg, ® ... ® H, .

- o mul[Jime finitd de operatori unitari, fiecare din ei acllionand asupra unui produs
tensorial finit Hg, ® ... ® Hg,

- o mul[Jime finitd de operatori de proiec(Jie, fiecare din ei ac[Jionand asupra unui produs
tensorial finit Hg, ® ... ® Hy,

Fiecare operator din mulJimile de mai sus (fie el unitar sau de proiecJie) este indexat
printr-un [lir de caractere peste C. Ca urmare, operatorii unitari vor fi reprezentalli prin Uy,
iar operatorii de proiec|ie vor fi reprezental i prin P,. In orice moment al executarii
programului, starea sistemului cuantic este reprezentat prin starea [} in Hy, ® ... ® H, .
Un limbaj cuantic de asamblare poate fi a[Jadar definit prin urmatoarele comenzi.

- Instruc[Jiuni pentru operal liile clasice:

o InputTo *s: permite utilizatorului sa introducd orice [lir de caractere peste C, care
este apoi plasat la local lia de memorie indicatd de s
o OutputFrom *s: intoarce catre utilizator [lirul de caractere de la locallia de
memorie indicatd de s
o AppendTo x, *s: adauga caracterul x la [Jirul de caractere de la localJia de
memorie indicatd de s
o DeletelLast *s: [terge ultimul caracter (daca el existd) de la locallia de memorie
indicatd de s
o ConditionalJump X, *s, n: daca ultimul caracter de la localJia de memorie indicata
de s exista [i este identic cu X, atunci se sare inainte cu n linii de program daca n
este pozitiv, sau se sare inapoi cu -n linii de program daca n este negativ. Altfel, In
oricare din cazurile alternative, continud normal execulJia programului mai
departe. Daca linia indicata de n nu exista, atunci continua normal execullia
programului mai departe.
- Comenzi pentru operalJiile cuantice:
o Applys, s1, s2, ... sk: aceastd comanda se executd de fapt prin mai mul i palJi
intermediari:
= se asigura faptul ca spalJiul curent al starilor con[Jine tolli factorii H
indexal i de [irurile de caractere din comanda H; ® Hy, ® ... ® H, . Daca
nu-i conlline, atunci:
e extinde spalliul starilor cu factorii H care lipsesc
e aplica produsul tensorial intre starea curenta [y) [1i numarul
corespunzator de stari inilJiale |1,), ob[lindnd o noua stare |i)).
= dacd spalJiul curent al starilor con(Jine factori tensoriali care nu se gasesc
printre cei specificalli in comandd s1, s2, ... sk, atunci acele subspalJii vor
ramane neschimbate. Aceasta inseamna ca se aplica produsul tensorial ntre
Us (i un numar corespunzator de operatori de identitate peste H,
obJinandu-se un nou Us.



» e aplica operatorul unitar dorit Ug asupra starii curente |), ob[lindndu-se
0 noua stare ).

o Observe s, s1, s2, ... sk, *s’: aceasta comanda se executa [1i ea de fapt prin mai
mul(li palli intermediari:

= se asigurd faptul ca spalJiul curent al starilor conlline to[i factorii H
indexalli de [irurile de caractere din comandd Hy, ® Hy, ® ... ® Hy, . Daca
nu-i conlJine, atunci:

e extinde spalliul starilor cu factorii H care lipsesc
e aplica produsul tensorial intre starea curenta |y) [1i numarul
corespunzator de stari inilliale |y,), ob[Jindnd o noua stare [).

= daca spalJiul curent al starilor con[Jine factori tensoriali care nu se gasesc
printre cei specificalli in comanda s1, s2, ... sk, atunci acele subspaJii vor
ramane neschimbate. Aceasta inseamna ca se aplica produsul tensorial ntre
Us (i un numar corespunzator de operatori de identitate peste H,
ob[Jinandu-se un nou Us.

»  se aplica operatorul de proiec(lie dorit P; asupra starii curente ),
ob[linandu-se o noua stare |1) [1i un [lir de lungime k care con[line numai
caracterele 0 [Ji 1.

= stocheaza [Jirul rezultat la localJia de memorie indicate de [irul s'.

Acest limbaj este foarte apropiat de modelul QRAM pentru ca ofera atat instruc Jiuni clasice
cat [1i comenzi cuantice. In acest model, se considerd ¢ un program calculeazi o problema
daca, pentru orice [lir de caractere de intrare s, programul proceseaza acest [lir [
probabilitatea de a ob[Jine [Jirul de ie[Jire corect este mai mare decat probabilitatea de a
ob[Jine orice alt [Jir — incorect. Mai mult, probabilitatea ca programul sd nu se opreasca
niciodata trebuie sa fie 0.

9.4.3. Limbaje de programare cuantica de nivel inalt

Modelele de calcul cuantic prezentate anterior reprezintd un prim nivel de abstrac[Jie care
poate fi folosit In dezvoltarea de algoritmi cuantici or in simularea lor pe mallini de calcul
clasice [61]. Totuli, aceste limbaje au capabilitd[]i oarecum limitate. De exemplu, modelul
QRAM opereaza numai cu [liruri de qubilJi, in timp ce modelul bazat pe manipularea
Uirurilor de caractere opereaza numai cu astfel de [Jiruri. Ca []i Tn cazul calculului clasic,
este o nevoie stringenta de a include in limbaj tipuri de date care ofera un nivel mai Tnalt de
abstraclJie: structuri, clase, func[ii, etc. Marea majoritate a programelor clasice curente
folosesc aceste tipuri de date, (i este sigur ca 1n calculul cuantic ele vor fi de asemenea
necesare.

Pentru a defini limbaje de programare cuantica care opereaza la un nivel mai Tnalt, exista
citeva aspecte care trebuie avute Tn vedere:

- alegerea uneia dintre urmatoarele op[Jiuni:

o un limbaj care este bazat pe un limbaj de programare clasica, cel mai probabil unul
existent. Acest limbaj de programare clasica trebuie dezvoltat sa cuprinda cerinlJele
calculului cuantic. Programatorul care implementeaza in acest limbaj va folosi capabilitdile
clasice ale limbajului pentru a rezolva aspectele clasice ale problemei de rezolvat, [1i face
apel la capabilita[Jile de calcul cuantic ale limbajului numai pentru a rezolva anumite sub-
probleme. Aceasta abordare implica de obicei ca aspectele de control ale fluxului de



execulJie (expresii condilJionate, cicluri, etc.) sa fie implementate folosind numai
capabilita[Jile clasice ale limbajului, eventual folosind operaJii de masurare cand este
necesar.

o un limbaj de programare cuantic de sine statator, un limbaj care conl[Jine numai
operalii de calcul cuantice. Intr-un astfel de limbaj de programare, programele trebuie
implementate folosind numai funcJiuni de programare reversibild. Va fi astfel necesar a se
apela la ,,scratch pad” cuantic pentru a implementa func(liile clasice ireversibile. Un astfel de
limbaj cuantic este posibil de definit pentru ca orice mallina Turing clasica poate fi simulata
pe o mallina Turing cuanticd. Dar un astfel de limbaj ar fi mult mai dificil de folosit de catre
programatori care nu sunt obiInuil[Ji in a ataca problemele din aceasta perspectiva.

- alegerea unei paradigme de programare: imperativa, func[Jionald, logica.

Au fost definite deja mai multe astfel de limbaje de programare de nivel Tnalt pentru calculul
cuantic. Unele dintre ele folosesc paradigma de programare imperativa, cum este de exemplu
QCL - care este de asemenea un limbaj de sine statator, sau Q — care a fost definit ca o
extensie a lui C++ [55]. Altele folosesc paradigma de programare func[Jionald, cum ar fi de
exemplu QFC — care foloseJte numai instruc[Jiuni clasice de control al fluxului, sau QML —
in care atat datele cat [ i instrucJiunile de control sunt cuantice.

Dar, deja, in limbajele de programare clasica, paradigmele de programare incep sa se
contopeascd impreund. Un foarte bun exemplu n acest sens este oferit de evolulTiile recente
din platforma .Net. C# a pornit ca un limbaj prin defini[Jie imperativ, dar apoi, de la
versiunea 3.0 Incolo, prin addugarea extensiei LINQ, a inceput sa ofere facilitalli specifice
programarii funcJionale, ca de exemplu Tnchideri funcJionale, [Tabloane de meta-
programare (i.e. programe care manipuleaza alte programe), etc. in plus de aceasta, un limbaj
de programare func|lionali de sine stititor a fost adaugat la platforma .Net: F#. n acest fel,
prin folosirea interoperabilitd[Jii dintre C# i F# oferite de platforma .Net, paradigmele de
programare funcJionala [Ji imperativa pot fi contopite in cadrul aceluialli program, care
trebuie Tmpar[Jit in componentele corespunzatoare.

Considerand aceste aspecte, o abordare promi[Jatoare pentru limbajele de calcul cuantic ar fi
definirea unui nou limbaj, Q#, bazat pe C#. Acest limbaj:

- ar folosi toate capabilitdallile curente oferite de C# pentru a efectua operaliile clasice,

facand apel atat la paradigma imperativa cat i la cea funcJionala

- ar oferi un nivel extra de funcJionalitd[ i pentru programarea cuantica. Deoarece aceste
funcTionalita[Ji sunt bazate in principiu pe aplicarea de operatori, calea cea mai
convenabila de urmat este de a folosi un fel de sintaxa de programare func[Jionala

Un alt avantaj oferit de aceastd noud abordare ar fi oferit de felul in care limbajele .Net sunt
compilate. Ele nu sunt compilate direct, ci Tn doua etape: 1n prima etapa, programul originar
de compilat este translatat in cod MSIL (Microsoft independent language). Apoi, la pasul al
doilea, care de cele mai multe ori se poate petrece chiar in timpul rularii, prin
funcTionalitatea oferitd de compilatorul JIT (just-in-time), codul MSIL este convertit Tn cod
malJind nativ, executabil. Un limbaj de programare de nivel Tnalt pentru calculul cuantic
bazat pe o extensie a limbajului C# s-ar potrivi foarte bine din aceastd perspectiva. Aspectele
de calcul cuantic ale programului vor deveni cod de tip MSIL cuantic — spre exemplu, o
varianta bazata pe modelul QRAM. Apoi compilatorul JIT va trebui sa converteasca aceste
instrucJiuni MSIL cuantice Tn cod malJina specific pentru acel hardware cuantic folosit pe
calculatorul respectiv, 1n timpul acestui proces de conversie urmand a se opera optimizarile
necesare.

Procesul de compilare este reprezentat in mod schematic mai jos, unde:



- QRAM este limbajul de programare cuantica intermediar, de nivel scdzut, aseménator cu
cel descris anterior

- QASM (Quantum Assembly Language) [69] este o reprezentare de nivel scdzut bazata pe
circuite cuantice; mai precis, un circuit cuantic optimizat compus numai din por[Ji
facand parte din mul[Jimea universala aleasa de por[Ji cuantice elementare — spre
exemplu, CNOT, Hadamard, schimbare de faza, Toffoli.

- QPOL (Quantum Physical Operations Language) este un limbaj de reprezentare la nivel
fizic, folosind parametrii tehnologici specifici.

JIT compiler

|
Q# MSIL | Quantum Quantum
program compiler QRAM l oiptin%izer QASM optimizer QPOL

Dar mai este [i un alt avantaj 1n folosirea platformei .Net pentru definirea unui limbaj de
programare pentru calculul cuantic: disponibilitatea platformelor de calcul distribuit (cloud
computing), cum este cea definitd de Azure pentru C#. Cand se dore[te utilizarea
programelor de calcul cuantic pentru a efectua simuldri pe calculatoare clasice sau cand se
doreTte utilizarea programelor de calcul cuantic pentru a le rula pe dispozitive cuantice, n
ambele astfel de cazuri, malJinile de calcul propriu zise necesare ar avea nevoie sa ofere
capabilita[i de calcul impresionante, privind viteza [1i capacitatea de stocare (pentru primul
caz) sau costul de intre[Jinere [Ji operare (pentru cazul al doilea). Calculatoarele cuantice
sunt incd in faza prototipului, ele ruland numai 1n condiJii de laborator specific, care
trebuiesc foarte atent controlate, [1i se Intrevede ca cel pulJin pentru viitorul apropiat, ele vor
ramane 1n aceastd faza. Pe de alta parte, calculatoarele clasice care ar fi necesare pentru a
efectua simuldri ale proceselor cuantice (procese fizice sau procese de calcul cuantic) au
nevoie de o putere de procesare imensa deoarece spaliul starilor cuantice crelte
exponenllial cu dimensiunea datelor de intrare [72]. De aceea este foarte probabil ca aceste
calculatoare clasice si fie din categoria super-calculatoarelor sau sa fie conectate 1n relele de
foarte mare viteza.

De aceea, are foarte mare sens faptul ca aceste calculatoare sa fie expuse programatorilor din
afard, care doresc sa programeze folosind calculul cuantic, prin perspectiva platformelor de
»cloud computing” — care, la momentul actual, pot fi bazate pe .Net sau Java.

"//
-
JIT compiler
Q# MSIL QRAM | ~ Quantum QASM Quantum QPoL
program compiler 3 optimﬁizer L optimizer
|
|
Local desktop computer

N Virtual machine running on cloud




Folosind arhitectura Azure, bazatd pe platforma .Net, compilarea in cele doua faze ale sale,
este reprezentatd schematic in figura anterioara.
Spre exemplu, considerand aceeal |i problema ca mai sus de generare a unei perechi EPR, un

astfel de program scris in Q# ar arata foarte similar cu un program clasic C#, care foloselIte
in plus extensia LINQ:

gbitq[ 2] ={0, O}; //inillializare
QApply(g=>CNOT(H(qg[0]),q[1])) / definirea [1i aplicarea operatorilor
unitari

bit r[ 1] = QObserve(q[ 0] ); // aplicarea operatorului de masurare



10. Contribullii [li concluzii

10.1. Contribu(liile autorului

In capitolul 2. autorul acestei teze a conceput citeva demonstral lii pentru citeva exemple
care dovedesc puterea calculului cuantic (i a procesarii cuantice a informal’liei, explicand
totodata cum sunt ele conectate cu procesele de natura fizica.

Astfel, autorul a analizat 1n detaliu problema Deutsch-Jozsa, extinsa la funcJii booleene in
spallii finite n - dimensionale. Pentru rezolvarea acestei probleme, autorul a conceput un
algoritm probabilistic care este analizat din punct de vedere al performan(Jei de execullie, in
comparallie cu algoritmul determinist [Ji cu cel bazat pe circuite de calcul. S-a demonstrat
astfel eficienJa sporitad n cazul utilizarii circuitelor cuantice de calcul.

De asemenea, autorul a conceput i prezentat o demonstrallie a faptului ca protocolul de
codificare super-densa este sigur din punct de vedere a securita[ii: daca o entitate externa
intercepteaza qubitul care este transmis nu poate deduce nimic in legéturd cu informalJia
transmisa.

In capitolul 3. au fost analizate o serie de demonstra[ii concepute de autorul acestei teze care
justifica reprezentarea grafica a qubillilor prin sfere unitare tridimensionale []i permit
modelarea funcJiondrii calculatoarelor cuantice prin rotallii tridimensionale, doar in jurul
axelor de coordonate [34]. DemonstraJiile respective sunt bazate pe construcie, [1i ca
urmare, folosind formulele demonstrate, operatorii cuantici respectivi pot fi simulalli in mod
direct printr-un circuit (sau program) de prelucrare grafica. Reprezentarile grafice [Ji
modelarea bazatd pe transformari geometrice constituie o metoda foarte expresiva de
simulare a operaliilor exercitate de catre sistemele de prelucrare a informal’liei cuantice.
S-a dovedit alJadar cd exista o legatura profundd conceptuald Intre rotatiile sferice complexe
si operatiile efectuate asupra unui qubit. Operalliile de calcul cuantic pe un qubit sunt
exprimate prin exponenlJierea operatorilor Pauli, in timp ce transformaérile geometrice
corespunzatoare sunt rotallii pe sfera Bloch, in jurul axelor de coordonate.

Datoritd acestei legdturi Intre prelucrarea grafica si calculul bazat pe evolutia qubitilor, este
posibil chiar ca domeniul procesarilor grafice si al aplicatiilor multimedia s aiba de
beneficiat din dezvoltarea unor algoritmi de calcul cuantic cu aplicatie directd in respectivul
domeniu.

In capitolele 4. [7i 5. sunt prezentate cateva circuite cuantice concepute de autorul acestei
teze:
- un circuit care oferd o implementare minimald a operatorului generic controlat de doi

qubilli, implementare care folose[Jte numai porl]i pe un qubit []i por['i CNOT.

- un circuit care implementeazd poarta Fredkin folosind numai o poartd Toffoli []i doud
porJi CNOT.

- un circuit care implementeaza poarta Fredkin folosind numai 6 por(Ji pe doi qubilli [33].

- un circuit care implementeaza poarta Toffoli generalizata, fara a folosi qubil[Ji de lucru.
Acest circuit are o complexitate polinomiald de gradul 2.

- un circuit care implementeazd un operator generic controlat pe un numar oarecare de
qubilli, fard a folosi qubili de lucru. [i acest circuit are tot o complexitate polinomiala
de gradul 2.



In capitolul 6. este prezentati o analiza riguroasa a universalita[ i por(lilor cuantice. Autorul
analizeaza universalitatea exactd bazatd pe mul[imi infinite de por[Ji cuantice pe un qubit,
[Ji descompunerea circuitelor complexe 1n circuite elementare. Acest capitol cuprinde si
analiza [Ji calculul complexitdl[]ii, concepute de autor [35].

In continuarea capitolului, este prezentati o demonstral lie conceputi de autor a
universalitalii aproximative, cu eroare care devine asimptotic neglijabila, bazatd pe o

mul [Jime discretd de porl[Ji cuantice: Hadamard, schimbare de faza, CNOT [li Toffoli.
Aceastd mullJime de por[]i cuantice elementare (numita baza Shor) este necesara pentru
aproximarea operatorilor unitari generali, pe un numar oarecare de qubilli. Deoarece
demonstrallia este bazata pe construclJie, ea include [i citeva circuite necesare pentru
implementarea unor operatori unitari pe un qubit.

In ultimele trei capitole sunt analizalli ctiva algoritmi cunoscul i, dintr-o perspectiva noua,
care demonstreaza eficienta crescutd a calculatoarelor cuantice, in ceea ce priveste
complexitatea temporald In comparatie cu algoritmii coresponden(Ti din calculul clasic:

- transformarea Fourier cuantica

- estimarea fazei
- determinarea ordinului
- factorizarea numerelor naturale

In ultimul capitol, autorul analizeaza limbajele curente de programare cuantica, atat limbaje
de baza cat (i limbaje de nivel Tnalt. Autorul propune apoi un astfel de limbaj nou, de nivel
inalt, bazat pe arhitectura platformei de dezvoltare .Net. Acest nou limbaj de programare
cuantica extinde capabilitd[Jile limbajului C# [1i folose[te atat paradigma de programare
imperativad cat [1i pe paradigma de programare func(lionald. Autorul descrie arhitectura
compilatorului pentru acest limbaj nou, atat din perspectiva calculului local cét [1i din
punctul de vedere al calculului distribuit, bazat pe ”cloud computing”.

10.2. Concluzii '1i dezvoltari ulterioare

Calculul cuantic este un domeniu relativ nou, in comparatie cu metoda de calcul analogic sau
cu metoda bazatd pe masina Turing. Desi exista deocamdatd numeroase necunoscute in acest
domeniu, iar surprizele pot apare Intotdeauna in momentele cele mai neasteptate, exista deja
numeroase centre de cercetare in toatd lumea care adreseaza acest gen de probleme.

Cele mai dificile probleme in acest domeniu sunt datorate naturii fizice a proceselor cuantice,
care nu este usor de controlat [i investigat, cit si de limitarile de natura tehnologica care apar
in realizarea componentelor hardware necesare. Relativ putinele dar din ce Tn ce mai
numeroasele Tncercari de realizare experimentald a unor masini de calcul bazate pe principiile
mecanicii cuantice se lovesc in principal de probleme datorate greutatii manipularii materiei
la scara cuanticd. Desi numeroase experimente care implementeaza fizic unii algoritmi
cuantici cu dimensiuni mici ale datelor de intrare (doar cétiva qubiti) au fost incununate de
succes, masinile respective trebuie operate In conditii foarte restrictive, oferite numai de
laboratoare foarte sofisticate de cercetare. In plus, trebuie accentuat ci marimea datelor de
intrare folosite este foarte mica, in comparalJie cu cantitalJile de date care Tn prezent pot fi
procesate de un calculator personal obi[nuit.

Exista si alt gen de limitéri — datorate 1n principal slabelor resurse ,,software” de care calculul
cuantic dispune in prezent. Proiectarea algoritmilor baza[i pa paradigma de calcul cuantic se
bazeaza inca in cea mai mare méasura pe inspiratia celor implicati [67]. Totu[i, programele
utilitare care vin in sprijinul dezvoltarii de algoritmi, ca de exemplu compilatoarele,



interpretoarele sau limbajele de nivel inalt pentru astfel de masini de calcul cuantic sunt deja
in faza cercetarii. Ceea ce este mai grav, dar totodata care face acest subiect i mai interesant,
este faptul ca datoritd schimbarii profunde a paradigmesi teoretice, cele mai multe dintre
aceste resurse software vor trebui probabil revdzute [1i cel mai probabil schimbate chiar
radical. Daca ele se vor baza pe una din paradigmele actuale de programare (procedurala,
functionald, declarativa, orientata obiect, etc.) raimane de vizut. Primii pasi 1n aceasta directie
au fost deja facuti, folosind atat paradigma de programare procedurald cit si pe cea
func[Jionald. S-ar putea insa ca programarea funclJionala sa ofere o alternativd mai buna.
Asta deoarece prelucrarea 1n paralel a qubillilor, adica transformarea lor prin trecerea lor prin
por[Ji cuantice, este exprimata formal folosind teoria operatorilor, care din punct de vedere
conceptual sunt func(lii pe spalJiul starilor.

Exista deja platforme de programe de simulare a unor masini de calcul cuantic, ceea ce
inseamna ca, pentru investigarea aspectelor teoretice ale unor algoritmi adresati masinilor
cuantice, sunt suficiente malJini Turing clasice; ceea ce, din punct de vedere tehnic,
inseamnd ca este suficient un PC.

Nu in ultimul rand, probabil cé lipsa unor indicaJii concludente, de necontestat, cd acest
domeniu va avea implicatii profunde si utile asupra modului 1n care tehnologia informatiei
afecteazd domenii care sunt mai apropiate ale vietii de zi cu zi, face ca investitiile 1n acest
domeniu de cercetare s fie limitate, in comparatie cu alte domenii oarecum inrudite: nano-
tehnologie, Bio-tehnologie, calcul molecular, etc.

A fost demonstrat deja ca un astfel de calculator cuantic, construit la scala calculatoarelor
personale actuale, va fi capabil s sparga orice cod de criptare cu chei publice bazat pe
factorizarea numerelor naturale. Dar, este evident ca acesta nu este un argument prea
convingator pentru cei care ar vrea sd investeasca in domenii noi de cercetare, cu
aplicabilitate Tn industrie. Exista totusi o sperantd: in domeniul cautérilor pe baze de date
nestructurate, algoritmii de calcul cuantic oferd de asemenea o imbunététire [74]. in plus,
poate chiar mai mult ca oricare din beneficiile anterioare, in domeniul aplicatiilor stiintifice,
de simulare a proceselor fizice care au loc la scard cuantica, calculul cuantic ofera de
asemenea un avantaj evident.

Asa cum functionarea unui calculator clasic este modelata prin circuite clasice compuse din
porti logice, functionarea unui calculator cuantic este modelata prin circuite cuantice
compuse din porti cuantice. In conformitate cu cele mai recente propuneri in aceasti
direcie, un calculator cuantic ar trebui s fie alcatuit din doua parti principale: o parte
clasica si o parte cuantica. Din punct de vedere teoretic, partea clasicd nu este necesara
deoarece orice functie logica clasica poate fi implementata printr-un circuit cuantic. Dar in
practicd, anumite operatii sunt mai usor implementabile daca unele calcule sunt efectuate 1n
modelul clasic, folosind circuite clasice. Este alladar de a[Tteptat ca viitoarele calculatoare
cuantice sa conJina atit subansamble care opereaza la nivel de calcul cuantic, dar i circuite
clasice de calcul, dar comunicarea intre cele doua tipuri de componente va trebui proiectatd in
alJa fel Incat sa fie asigurata pastrarea coerenllei qubillilor aflalli Tn procesare [71].
Modelul de calcul bazat pe circuite cuantice este echivalent cu multe alte modele de calcul
propuse anterior, in sensul ca alte modele necesitad aceleasi resurse esentiale pentru aceleasi
tipuri de probleme. Spre exemplu, pentru a ilustra aceasta idee, se poate pune Intrebarea daca
folosind un model de calcul bazat pe triplete de sisteme cuantice (qutriti), in loc de sisteme
cuantice binare (qubiti) ar conferi vreun avantaj din punct de vedere computational. Desi din
punct de vedere practic se poate ca astfel de avantaje sa existe, din punct de vedere teoretic,
diferenta dintre aceste cele doud modele este esential neglijabild. Aceasta deoarece, modelul
de calcul bazat pe masinile Turing cuantice, o generalizare a modelului masinii Turing clasice
universale, s-a demonstrat a fiind echivalent cu modelul bazat pe circuite cuantice.



Nu este deocamdata deloc evident daca presupunerile facute In teoria circuitelor cuantice sunt
total justificate din punct de vedere fizic. Spre exemplu, presupunerile facute relativ la spatiul
starilor si la alegerea starilor initiale sunt doar o simpla alegere. In acest model, spatiul
starilor este considerat finit dimensional. i se poate pune Intrebarea daca prin trecerea la
spatii vectoriale infinite dimensional nu se poate obtine vreun avantaj oarecare.

De asemenea, stdrile initiale ale qubitilor din circuit sunt considerate a fiind stari
computationale de baza. Si se stie cd multe sisteme fizice in naturd exista in stéri puternic
entangled [36]. Deci o a doua Intrebare care s-ar putea pune este daca acest tip de stari ar
putea fi folosit Tn obtinerea vreunui avantaj computational. Toate acestea ridica semne de
intrebare asupra completitudinii modelului de calcul bazat pe circuite cuantice, si implicit
asupra modelului clasic corespunzator.

Domeniul criptografiei cuantice, in care canale de comunicatie cuantice sunt folosite pentru
distributia cheilor private folosite 1n criptografia cu chei publice sau private, este probabil
primul 1n care aplicatiile comerciale si-au facut deja aparitia.

O alta arie de cercetare cu perspective promilJatoare, care este deja investigata pe mai multe
nivele, este legatd de reprezentdrile transformarilor grafice. Datorita legaturii profunde dintre
transformadrile calculului cuantic pe un qubit [Ji rota[Jiile grafice, sunt indicaii ca algoritmii
de procesare grafica, [Ji in mod mai general chiar aplicalliile multimedia, sunt candida[Ji cu
perspective bune de a fi transformal’i folosind paradigma calculului cuantic. Dar pentru ca
aceasta sa se Intample cu adevarat, coresponden(Ja dintre operatorii pe un qubit [i rotalJiile
sferice in spalJiul tridimensional trebuie sa fie extinsa la transformarile pe mai mul i
qubi i, poate chiar prin considerarea unor transformari geometrice in spalJii
multidimensionale. Principala problema este ca reprezentarea grafica sa poatd simula (i
qubilli in stari ,.entangled”.

De aceea este foarte important a se avea intotdeauna in vedere aspectul fizic al prelucrarii
informatiei, si adaptarea modelelor folosite la legile fizice fundamentale.
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